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Streszczenie

W pracy doktorskiej dowodzimy, ze zanurzenia Sobolewa dla przestrzeni Stobodeckiego
zdefiniowanych na przestrzeni metrycznej z miarg sg rownowazne z regularno$cig Ahlforsa
z dotu. Ponadto pokazujemy, ze przestrzen Stobodeckiego zdefiniowana na przestrzeni
metrycznej z miarg regularng z dotu moze byé¢ w sposob ciagly zanurzona w utamkows,
przestrzen Hajtasza-Sobolewa, ktora jest szczegdlnym przypadkiem przestrzeni Hajtasza-
Triebla—Lizorkina. Oprocz tego, wskazujemy warunki konieczne i wystarczajace na zwar-
tos¢ zanurzen przestrzeni Stobodeckiego, utamkowych przestrzeni Hajtasza-Sobolewa,
przestrzeni Hajtasza-Triebla—Lizorkina oraz przestrzeni Hajtasza-Biesowa zdefiniowanych
na przestrzeni metrycznej z miara. Wiele wynikow jest ilustrowanych poprzez réznorodne
przyktady. Jako produkt uboczny naszych badan, otrzymaliSmy wzmocnione wersje na-
rzedzi przydatnych w analizie takich jak charakteryzacja catkowicie ograniczonych prze-
strzeni metrycznych z miarg, uogélnienie twierdzenia Hansona czy odwrotne twierdzenie
Luzina.

Stowa kluczowe: przestrzenie metryczne z miarq, przestrzenie Sobolewa, utam-
kowe przestrzenie, reqularno$¢ Ahlforsa, twierdzenie Rellicha—Kondraszowa, zanurze-
nia Sobolewa, zwarto$é zanurzen, przestrzenie Hajlasza-Triebla—Lizorkina, przestrzenie

Hajlasza-Biesowa.






Abstract

We prove that Sobolev-type embeddings of Slobodeckij spaces defined on a metric mea-
sure space are equivalent to the Ahlfors lower regularity of the underlying measure. More-
over, we show that Slobodeckij space defined on the Ahlfors lower regular metric-measure
spaces can be continuously embedded into a fractional Hajtasz-Sobolev space, which is
a special case of Hajtasz-Triebel-Lizorkin space. We also establish necessary and sufficient
conditions guaranteeing compactness of embeddings of the Slobodeckij, fractional Hajtasz-
Sobolev spaces, Hajtasz-Triebel-Lizorkin spaces, and Hajtasz-Besov spaces defined on the
metric-measure spaces. Many results are illustrated by some examples. As a byproduct of
our research, we obtain reinforced versions of analytical tools usefull in analysis such as
characterization of totally bounded metric-measure spaces, improved Hanson’s theorem
and reversed Lusin’s theorem.

Keywords: metric-measure spaces, Sobolev spaces, fractional spaces, Ahlfors regu-
larity, Rellich—Kondrachov theorem, Sobolev embeddings, compact embedding, Hajlasz-

Triebel-Lizorkin spaces, Hajlasz-Besov spaces.
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Wstep

Niniejsza rozprawa poswiecona jest badaniu cigglodci i zwartosci zanurzen pomiedzy
przestrzeniami Stobodeckiego, Hajtasza-Sobolewa, Hajtasza-Biesowa, Hajtasza-Triebla-
Lizorkina, przestrzeniami Holdera oraz przestrzeniami Lebesgue’a, zdefiniowanych na
przestrzeniach metrycznych z niezdegenerowana miara borelowska. Jesli () jest mierzal-
nym podzbiorem R" oraz o € (0,1), p € (0,00), to przestrzen Stobodeckiego W*P((2)
definiujemy jako klase funkcji u € LP(£2) takich, ze

—_ p 1/p
[ulwer) = (/ Mdmdy) < 0.
L] Ty
Wielko$¢ |- |wer) znana jest w literaturze jako pdtmorma Gagliardo, péinorma

Stobodeckiego czy pétnorma Aronszajna, gdyz to oni jako pierwsi zaczeli badac jej wla-
snoéci w latach 50 ubieglego stulecia |11, 44, 99]. Od tamtej pory, teoria przestrzeni

Stobodeckiego na podzbiorach R" jest wciaz rozwijana i jej wyniki to:

charakteryzacja ciagtych zanurzen Sobolewa [30, |31} 35, 80, (102} |107],
« istnienie operatoréw rozszerzania [31} 70, (102, 103| 107],

o zwartosé¢ zanurzen |30, |31} 91|,

o gestosé funkeji gtadkich w WP(Q) [12, [31} |32} 36, 37, [41],

o wlasnosci pétnormy przy a — 07, a — 17 22, 23, [24, |25, [33, [68, [87],
o nieréwnosci typu Polya-Segé [3, [81],

o ograniczono$¢ funkcji maksymalnej [83]

oraz wiele winnych. Podobnie jak przestrzenie Sobolewa, przestrzenie Stobodeckiego od-
grywaja fundamentalng role w teorii réwnan rézniczkowych czastkowych. Przy ich po-

mocy mozna scharakteryzowaé $lady funkcji z W1?(), co pozwala na rozwazanie réwnan
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WSTEP

rozniczkowych sformutowanych w stabym sensie z ustalonym warunkiem brzegowym. Po-
nadto znajduja one zastosowania m.in. w analizie réwnan rézniczkowych zadanych przez
utamkowy laplasjan, w teorii regularnosci réwnan Naviera-Stokesa [14, 28] czy tez w za-
gadnieniach ze swobodnym brzegiem [94]. Wiecej przykladéw zastosowan teorii przestrzeni
Stobodeckiego w analizie réwnan rézniczkowych mozna znalezé w [31].

Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna wyposazong w miare borelowska pu. W la-
tach 90 ubiegtego wieku Hajtasz pokazat w pracy [53], ze jesli p € (1, 00], to u € WHP(R™)
wtedy i tylko wtedy, gdy u € LP(R™) oraz istnieje nieujemna funkcja g € LP(R™) i zbiér

miary zero £/ C R" takie, ze nier6wnosc¢

[u(z) —u(y)| < v —yl(g(z) + g(y))

zachodzi dla wszystkich x,y € R™\ E. Powyzsza charakteryzacja przestrzeni Sobolewa nie
odwoluje si¢ do struktury rézniczkowej przestrzeni euklidesowej, a jedynie do pojec¢ topo-
logicznych i teoriomiarowych. Doprowadzito to do definicji przestrzeni Hajtasza-Sobolewa
MY (X, d,p) (definicja , ktére uogdlniajg pojecie przestrzeni Sobolewa na dowolng
przestrzen metryczng z miara. Podej$cie zaproponowane przez Hajtasza nie jest jedynym
sposobem w jaki mozna zdefiniowaé przestrzen Sobolewa na przestrzeniach metrycznych.
Shanmugalingam w [95] wprowadzita przy pomocy narzedzi z [66] tzw. przestrzenie New-

tonowskie N'P(X, d, i), a inni autorzy rozwazali takie przestrzenie jak:

o przestrzenie Korevaara-Schoena K S (X, d, 1) [74],
o przestrzenie Cheegera Ch'?(X,d, 1) [27],
o przestrzenie Poincaré PYP(X, d, ) [76],

« inne definicje przestrzeni Sobolewa, na przyktad w [96, 98].

Jednakze w rozprawie skupimy sie na podejsciu zaproponowanym przez Hajtasza i nie
bedziemy odwotywaé sie do powyzszych definicji przestrzeni Sobolewa.

Dla o # 1 przestrzenie M*P(X,d, ) jako pierwszy rozwazal Yang w pracy [106],
ktore jak si¢ okazuje sa szczegdlnym przypadkiem przestrzeni Hajtasza-Triebla-Lizorkina
My (X, d, p) wprowadzonych w artykule [78] razem z przestrzeniami Hajltasza-Biesowa
NJ (X, d, p), jako uogdlnienie przestrzeni Triebla-Lizorkina F};! i przestrzeni Biesowa By,
(uwaga . Od tamtej pory teoria przestrzeni M*P(X,d, ), M (X, d, ), N3 (X, d, 1)
jest wciaz intensywnie rozwijana [4, |7, 8] 46|, 47, 56, |57} 61}, 62, [63, |72} [73].
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Gléwnym celem rozprawy doktorskiej, wpisujacym si¢ w powyzszy nurt analizy na
przestrzeniach metrycznych, bylto rozwiniecie teorii przestrzeni Stobodeckiego zdefiniowa-

nych na przestrzeniach metrycznych z miara zadanych przez pétnorme Gagliardo postaci

[u]weor(x,am) = ( // |u d(r.9) s+a2;|p du(y) d,u(x)) 1/”.

0<d(z,y)<1

Przestrzenie WP (X, d, 1) zdefiniowane przy pomocy powyzszej pémormy byly rozwazane
m.in. w pracach |21} 35, 90, 92]. Warto w tym miejscu zaznaczyé, ze w literaturze czesciej
rozwazang definicja przestrzeni Stobodeckiego na przestrzaniach metrycznych z miara sg

przestrzenie W*P(X,d, u) z pélnorma Gagliardo dana przez

— ulw)|P 1/p
ibwerxam = ( // d(z,y apﬂ B(x(,yd)(lx,y))) d“(y)d“("”)) '

0<d(z,y)<1

Nietrudno pokazaé, ze jesli p jest s-regularna z doluﬂ 0 [uljyen(xa < blulyperxq,
oraz [u]’;\,a,p(K dp = b‘l[u]a,g,p(x’ apy 8dy p jest s-regularna z gory. Niewatpliwie prze-
waga powyzszego podejscia jest brak parametru s, ktéry ma za zadanie imitowa¢ wymiar
przestrzeni. W praktyce przestrzenie WP (X, d, i) bardzo trudno sie analizuje bez zakta-
dania warunku podwajania na p, podczas gdy dla przestrzeni WP(X, d, 1) mozna otrzy-
maé interesujgce wyniki, ktore sg prawdziwe réwniez dla miar niespetniajacych warunku
podwajania. Czytelnika zainteresowanego teoria przestrzeni W*P(X, d, i) i jej zastosowa-
niami odsytamy do [18, |19} 26, 38, |46, |77}, 182, 86, [105].

Przejdziemy teraz do szczegdélowego omoéwienia struktury rozprawy. Praca podzielona
jest na trzy rozdziaty. W pierwszym z nich wprowadzamy niezbedne pojecia, definiu-
jemy kluczowe obiekty i pokazujemy ich wtasnosci na potrzeby kolejnych rozdziatow.
Na poczatku przypominamy elementarne pojecia z topologii i teorii miary, a nastepnie
omawiamy koncepcje regularnosci miary, warunkow podwajania, wlasnosci przestrzeni
catkowicie ograniczonych oraz pokazujemy charakteryzacje zwartosci w przestrzeniach
LP i L°. Na koniec rozdzialu omawiamy wlasnosci przestrzeni jednostajnie doskona-
tych, wtasnosci operatora mediany oraz definiujemy przestrzenie Stobodeckiego, Hajtasza-
Sobolewa, Hajtasza-Biesowa oraz Hajtasza-Triebla-Lizorkina. Wyniki w tym rozdziale ta-

kie jak stwierdzenie [36] twierdzenie [4§] czy twierdzenie 20| zgodnie z nasza wiedza sa nowe

' jest s-regularna z dotu, jesli dla pewnego b > 0, wszystkich z € X ir € (0,1] u(B(z,r)) > $r°.
Podobnie, jesli dla pewnego b > 0, wszystkich z € X i r € (0,1] u(B(z,7)) < br®, to wtedy p jest

s-regularna z gory.
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i pojawia si¢ w pracy [6]. Ponadto podrozdzial pochodzi z artykutu [51] i przedsta-
wiamy w nim narzedzia z pracy [4] niezwykle przydatne do badania warunkéw koniecz-
nych na zachodzenie cigglych zanurzen Sobolewa, wzmocnione na przypadek przestrzeni
lokalnie jednostajnie doskonatych.

Drugi rozdzial po$wiecony jest charakteryzacji ciggtych zanurzen Sobolewa dla prze-
strzeni WP(X, d, u) oraz ciagtodci zanurzeri w utamkowe przestrzenie Hajlasza-Sobolewa.
W pracy [35] zostalo pokazane, ze jesli ap < s, to s-regularnos$é miary z dotu jest warun-

kiem wystarczajacym na zachodzenie cigglego zanurzenia
WP (X, d,p) = L7 (X, p), (1)

gdzie p* = sp/(s — ap). Jednym z celéw doktoratu bylo pokazanie, ze jesli miara jest
s-regularna z dotu oraz ap > s, to ciagte zanurzenia Sobolewa dla WP (X, d, i) réwniez

zachodza, tzn. w przypadku ap > s
WX, d, p) — CO°7*/P (X, d) (2)

oraz jesli ap = s, to istnieja state C1, Cy € (0, 00) takie, ze dla wszystkich z € X, R € (0, 1]
i kazdego niezerowego u € WP(X,d, u) zachodzi

|u(z) = |

inf ex
ceR JB(z,R) <01||u||W;””(X7d,u)

) iute) < . )
Zanurzenie udalo sie pokazaé (twierdzenie i jest to jeden z gtéwnych wynikow
artykutu [52], natomiast (3)) udato si¢ pokaza¢ dla R € (0,1/3] (twierdzenie [76| (7)) oraz
dla R € (0,1] przy dodatkowych zalozeniach na przestrzen metryczng z miara (twier-
dzenie [80| (¢)). Dow6d opiera sie na metodzie Campanato dla przestrzeni metrycznych
z miara (|49]) zastosowanej do operatora mediany. Ponadto, korzystajac z idei z prac [4,
108], pokazujemy, ze dla s-regularnych z géry, lokalnie jednostajnie doskonalych prze-
strzeni metrycznych z miarg dolna s-regularno$é¢ jest warunkiem koniecznym na zacho-
dzenie zanurzen (1)), ([2), (3). Ta czes¢ rozdziatu pochodzi w caloci z pracy [51]. Na koniec

rozdzialu drugiego pokazujemy twierdzenie B8], z ktérego w szczegdlnosci wynika, ze dla

miar s-regularnych z dotu zawsze zachodzi ciagte zanurzenie
WX, d, p) = M*P(X, d, ). (4)

Warto tutaj zaznaczy¢, ze przy pomocy powyzszego zanurzenia i teorii zanurzen Sobolewa

dla przestrzeni Hajlasza-Sobolewa [4, [53}[55] mozna otrzymaé zanurzenia (2), (3), jednakze
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na dzien pisania pracy [52] nie byto dla nas jasne czy w ten sposéb otrzymamy ,
dla wszystkich a, p € (0,00). Obecnie mozna pokazaé powyzsze zanurzenia przy pomocy
oraz wynikéow z pracy |9] w pelnej ogdlnosci, jednakze zaprezentowana przez nas
metoda jest bezposrednia i znalazta zastosowanie w teorii zanurzen przestrzeni Orlicza-
Stobodeckiego [13].

W ostatnim rozdziale, prezentujemy wyniki dotyczace zwartoSci zanurzen przestrzeni
My (X,d,p), N3, (X,d, p) oraz WP(X,d, p). Pierwotnie interesowal nas problem zwar-
tosci zanurzen przestrzeni Stobodeckiego w LP(X, ). W bardzo wezesnej wersji pracy [52],
dowodziliSmy twierdzenia 117w przypadku # = s bezposrednio, korzystajac z twierdzenia
Vitalego (twierdzenie oraz wersji twierdzenia Hansona (twierdzenie pochodzacej
z [15]. P6zniej dopiero zauwazyliSmy, ze zanurzenie (4)) zachodzi, co oznacza ze dowodzac

twierdzenia [117] mozna wykorzysta¢ wyniki dotyczace zwartosci zanurzenia
M*P(X,d, ) — LP(X, p), (5)

ktére byto badane m.in. w |10, (19} 48, 55, 58, 65, 69, [71]. Jednakze zgodnie z nasza wiedza,
w literaturze nie byto na tyle silnej wersji twierdzenia pokazujacego zwartos¢ zanurzenia
takiej, aby z otrzymac¢ twierdzenie bez dodatkowych zatozen na przestrzen
metryczng z miarg. Ku naszemu zdziwieniu okazalto sie, ze nasz dowdd twierdzenia
mozna zaadaptowaé do przestrzeni M*P(X,d, ) i otrzymad, ze dla catkowicie ograniczo-
nychﬂ przestrzeni metrycznych z miara (X, d, u) zanurzenia sg zwarte dla wszystkich
a,p € (0,00) (twierdzenie 4.1 w [52], ktére jest szczegdlnym przypadkiem wniosku [L06]).
Postanowilismy wiec kontynuowa¢ badania w tym kierunku i otrzymaliSémy wiele intere-

sujacych rezultatéw dotyczacych zwartosci zanurzen
M;fq(X, d,p) — LP(X,v) oraz N;fq(X, d,p) — LP(X,v), (6)

gdzie a,p € (0,00), ¢ € (0,00], p € [0, p] oraz v jest miara absolutnie ciagta wzgledem g,
okreslong na tym samym o-ciele. Na poczatku trzeciego rozdziatu pokazujemy wyniki do-
tyczace zwartosci zanurzen (6)) dla p € [0, p). Okazuje sie (twierdzenie [94] twierdzenie [96]
wniosek , ze w tym przypadku warunkiem wystarczajacym jest catkowalnos¢ pochod-
nej Radona-Nikodyma g—:. Ponadto w przypadku v = p i p € (0,p) z twierdzenia

wynika, ze zwarto$¢ zanurzeri (6) jest réwnowazna z pu(X) < oo.

2Warto zaznaczyé, ze dzieki stwierdzeniuz zalozen twierdzenia wynika, ze (X, d) jest caltkowicie

ograniczona.
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WSTEP

W podrozdziale omawiamy przypadek p = p. Jednym z gtéwnych wynikéw roz-
prawy jest twierdzenie , przy pomocy ktérego mozna badaé¢ zwarto$é¢ zanurzen @ dla
p = p, nawet gdy przestrzen metryczna jest nieograniczona, a obie miary u i v sg nieskon-
czone. Dalsza czes¢ podrozdziatu poswigcona jest analizie warunkéw gwarantujacych
spelnienie zatozen twierdzenia [I0I] Jednym z nich jest wprowadzona w pierwszym roz-

dziale catkowalno$é¢ miary p wzgledem v, tzn. zakladamy, ze dla kazdego r € (0, 00)

1
————dv(z) < 0.
/X u(B(x,r))
Inne warunki, gwarantujace spetnienie zatozen twierdzenia [101] przedstawiamy w uwa-
gach i

W kolejnym podrozdziale zajmujemy sie zwarto$cia zanurzen
M2 (X, d, 1) <= My (X,d,v), M (X,d,p) — NS.(X.dv), (7)

« B e B
Np,q(de’M) ;)Mﬁ,r(X7d7 V)7 Np,q(Xadwu) (_>Nﬁ,r(X7da V) (8)

dla a,p € (0,0), g € (0,00], p € (0,p], B € (0,) oraz v << pu. Kluczowy okazuje sie
lemat , ktéry orzeka, ze ciagi ograniczone w M (X, d,v) lub N7 (X, d,v), zbiezne
w LP(X,v) musza by¢ réwniez zbiezne w M (X,d,v) i NP (X, d,v). Stad natychmiast
otrzymujemy charakteryzacje zwartych zanurzen , w przypadku p = vip =p
(twierdzenia i oraz wzmocnienie twierdzen dotyczacych zwartych zanurzen z po-
przednich podrozdziatéw (wniosek , wniosek i wniosek .

Na koniec rozdziatu pokazujemy wyniki dotyczace zwartosci zanurzen dla przestrzeni
Stobodeckiego, rezultaty dotyczace relacji pomiedzy zwartoscia zanurzen @ i warunkami
podwajania oraz prezentujemy roéznorodne przyktady.

Wyniki z ostatniego rozdziatu w gltéwnej mierze pochodza z pracy [6], poza wynikami
z podrozdziatu [3.4] ktére pochodza z [52] (za wyjatkiem stwierdzenia [I19]1 wniosku [120]
ktére nie zostaly opublikowane). Warto zaznaczy¢, ze w artykule [6] badamy zwarto$é
zanurzen @, , , w przypadku gdy (X,d) jest przestrzenia quasi-metryczna, tzn.
zamiast symetrycznosci i nieréwnosci trojkata zakltadamy, ze istnieja state C, K € [1, 00)

takie, ze dla wszystkich z,y,z € X
d(z,y) < Cd(y,x) oraz d(z,y) < K(d(z,2)+d(z,y9)).

Jednakze wyniki z ostatniego rozdziatu sg nowe nawet w kontekscie przestrzeni metrycz-
nych, wiec w celu uspdjnienia rozprawy ograniczyliSmy si¢ do analizy na przestrzeniach

metrycznych.
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Rozdziat 1

Preliminaria

1.1 Elementarne pojecia z teorii miary i topologii

Definicja 1 (Przestrzen topologiczna). Zalézmy, ze dany jest zbiér X oraz rodzina jego
podzbioréw 7. Ponadto zalézmy, ze dla kazdej podrodziny {U, : a € I} C 7 nastepujace

warunki sa spelnione:
(i) 0, X € T;

(i) U U, €T3

ael

(iii) jeSli #1 < oo, to N U, € T.
acl

Wéwezas T nazywamy topologia na X, a pare (X, 7) przestrzenia topologiczna. Elementy

rodziny 7 nazywamy zbiorami otwartymi, a ich dopetnienia zbiorami domknietymi.

Definicja 2 (Przestrzen metryczna). Niech dany bedzie zbiér X oraz funkcjad : X x X —

[0, 00). Zalézmy, ze dla wszystkich x,y, 2 € X spelnione sa nastepujace warunki:
(i) d(z,y) =0 <= z=y;
(i) d(x,y) = d(y, );

(iii) d(xz,y) < d(z,z) + d(z,y).

Wéwezas pare (X, d) nazywamy przestrzenia metryczna, a funkcje d metryka. Wtasnosci
(1), (i1), (791) nazywamy odpowiednio niezdegenerowaniem, symetrycznoscia i nieréwnoscia

trojkata.
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1. PRELIMINARIA

Jesli £, F C X sg niepustymi zbiorami, to odlegtos¢ pomiedzy F i F definiujemy

Wwzorem

dist(E, F) = inf d(x,y).

zeFByeF
Ponadto jesli £ C X oraz x € X, to skrétowo piszemy dist(z, E) = dist({z}, E). Z nie-
réwnosci tréjkata tatwo wynika, ze dla kazdego zbioru E, ) # E C X oraz z,y € X

zachodzi
dist(z, E) < d(z,y) + dist(y, £) (1.1.1)
oraz dla kazdego x € X i niepustych zbioréw E, F C X mamy
dist(E, F) < dist(x, £') + dist(zx, F). (1.1.2)

Definicja 3. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna. Ustalmy z € X i r > 0. Kulg

o srodku w x i promieniu r nazwiemy zbior
B(z,r) ={y € X : d(z,y) <r}.

Podzbiér U C X nazwiemy otwartym w (X, d), jesli dla kazdego = € U istnieje r > 0

taki, ze B(x,r) C U. Latwo mozna sprawdzi¢, ze rodzina
174 ={U C X : U jest otwarty w (X,d)}
zadaje na X topologie. Srednica przestrzeni metrycznej (X, d) nazwiemy wielkos¢
diam X = sup d(z,y).
z,yeX
Uwaga 4. Jesli (X, d) jest przestrzenig metryczng, x € X ir > diam X, to B(z,r) = X.

Dowdd. Niech y ¢ B(x,r). To oznacza, ze d(z,y) > r > diam X > d(z,y). ]

Przestrzen cigglych i ograniczonych funkcji rzeczywistych okreélonych na przestrzeni

metrycznej (X, d) oznaczamy przez C(X,d). Jest to przestrzen Banacha z norma

ullcex.a) = sup [u(z)|.
rxeX

Definicja 5 (Przestrzenie Hoéldera). Niech (X,d) bedzie przestrzenia metryczng oraz
niech o € (0,00). Powiemy, ze u : X — R jest a-Holderowsko ciagla, jesli istnieje stata

H, taka, ze dla wszystkich x,y € X

u(x) = u(y)| < Ha d(z, y)*.
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1.1. ELEMENTARNE POJECIA Z TEORII MIARY I TOPOLOGII

Przestrzen ograniczonych funkeji a-Hoélderowsko ciagtych oznaczamy przez C%(X, d) i za-
dajemy na niej norme

[ullcoox.a) = llullex.a + [ulcoox.a),
gdzie

|u(z) — u(y)|
[u]coa(xa = sup ————.
( ) z,yeX,x#y d(l’, y)a
Definicja 6 (o-cialo). Niech X bedzie zbiorem oraz 9 bedzie pewna rodzina jego pod-

zbiorow. Powiemy, ze I jest o-cialem, jesli spetnione sa nastepujace warunki:

(i) O eM;

(i) jesli A € M, to réwniez X \ A € IN;
(iii) jesli A, € M dla n € N, to woéwcezas J A, € M.

neN
Pare (X, ) zazwyczaj nazywamy przestrzenia mierzalna, a elementy 9% zbiorami mie-

rzalnymi. Najprostszymi przykladami o-cial jest zbiér wszystkich podzbioréw 2% danego
zbioru oraz o-ciato trywialne, tzn. rodzina sktadajaca si¢ tylko z X i zbioru pustego. Nato-
miast jesli mamy wyrdzniona pewng podrodzing, niekoniecznie bedaca o-ciatem, mozemy

rozwazaC najmniejsze o-cialo zawierajace te rodzine.

Definicja 7 (o-cialo generowane przez rodzine, o-ciato zbioréw borelowskich). Niech X
bedzie zbiorem oraz A C 2X. Wéwezas o-cialem generowanym przez rodzine A nazwiemy

o-ciato
o(A) = {Dﬁ C2¥:ACOM i M jest a—cialem}.

Jedli (X, 7) jest przestrzenia topologiczna, to o(7) nazywamy o-cialem zbioréw borelow-

skich i oznaczamy jako B(X, ) lub skrétowo B(X).
Lemat 8. Jesli (X,d) jest osrodkowq przestrzenig metryczng, to
B(X x X)=B(X)® B(X).
Dowdd. Natychmiast wynika z [20, lemat 6.4.2]. O

Definicja 9 (Miara, przestrzen z miara). Niech (X, 9) bedzie przestrzenia mierzalna.

Funkcje p : 9 — [0, 0o] nazywamy miara, jesli spelnione sa nastepujace warunki
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1. PRELIMINARIA

(1) p(®) = 0;

(1) jesli zbiory {A, : n € N} C 9 sa parami roztaczne, to u( U An) = > u(Ay).

neN neN
Wéwezas tréjke (X, 9, u) nazywamy przestrzenia z miara. W celu uproszczenia notacji,
odwolujac sie do definicji przestrzeni z miara, rozwazamy tylko pare (X, ), gdyz o-cialo

2N wynika z kontekstu jako dziedzina odwzorowania p.

Definicja 10 (Miara borelowska). Niech (X, 9%, 1) bedzie przestrzenia z miara, a 7 to-
pologia na X. Powiemy, ze u jest borelowska, jesli B(X,7) C 9.

Definicja 11 (Mierzalnosé¢). Niech (X,9) bedzie przestrzenia mierzalna. Funkcje u :

X — [—00, 00| nazwiemy mierzalna, jesli dla kazdego ¢ € R
u([—o0,c]) € M.

Definicja 12 (Przestrzenie Lebesgue’a). Niech (X, u) bedzie przestrzenia z miara. Dla
p € (0, o0] rozwazamy zbidr

LP(X,p) ={u: X — [—00,00] : u jest mierzalna oraz |[ul|rr(x,.) < o0},
gdzie

([ranta)”, sy pe 0.0

||U||LP(X,M)

esssup |u(z)], gdy p = co.
zeX

Nastepnie przestrzenn LP(X, i) definiujemy jako przestrzen ilorazowa

LP(X, )/~

gdzie ~ jest relacja réwnosci p-prawie wszedzie. Dla p € [1,00] przestrzen LP(X, )
z normy || - ||»(x ) jest przestrzenia Banacha, natomiast dla p € (0,1) jest to przestrzen

quasi-Banacha.

Definicja 13 (Przestrzen metryczna z miara). Niech (X,d) bedzie przestrzenia me-
tryczna, a p bedzie miara borelowska na X. Ponadto zal6zmy, ze i jest niezdegenerowana,

tzn. dla kazdego x € X i wszystkich r € (0, c0)
0 < pu(B(x,r)) < 0.
Wéwezas trojke (X, d, ) nazywamy przestrzenia metryczna z miara.
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1.2. REGULARNOSC MIARY

Dla wygody czytelnika i na potrzeby rozdziatu w ktérym bedziemy pracowaéd
z dwiema miarami okreslonymi na tym samym o-ciele, postaramy si¢ trzymac¢ konwencji,
w ktérej niezdegenerowang miare oznaczamy przez p. Natomiast gdy w naszych rozwaza-
niach miara nie musi by¢ niezdegenerowana, to bedziemy jg oznaczaé przez v. Z ponizszego

stwierdzenia wynika, ze kazda przestrzen metryczna z miarg jest osrodkowa.

Stwierdzenie 14. [50, twierdzenie 2] Przestrzen metryczna jest osrodkowa wtedy i tylko

wtedy, gdy istnieje na niej niezdegenerowana miara borelowska.

1.2 Regularno$¢ miary

Przypomnimy teraz dwie odmienne koncepcje regularno$ci miary.

1.2.1 Regularnos$¢ Ahlforsa

Definicja 15. Niech (X, d, u) bedzie przestrzenia metryczna z miara i niech s € (0, c0).
Powiemy, ze (X, d, u) jest s-regularna z gory, jesli istnieje stala b € (0,00) taka, ze dla

wszystkich z € X oraz r € (0, 1]
w(B(z,r)) < bre. (1.2.1)

Analogicznie, jesli dla pewnej stalej b € (0, 00), wszystkich 2 € X i r € (0, 1] mamy

w(B(z,r)) > [];rs, (1.2.2)

to powiemy, ze (X, d, ) jest s-regularna z dotu. Natomiast jesli dla pewnego b € (0, 00),
wszystkich z € X i r € (0,1] obie te nieréwnosci sa spetnione, to powiemy, ze (X, d, i)
jest s-regularna.

Gdy bedziemy odwotywaé sie do powyzszych definicji zazwyczaj bedziemy skrétowo

mowi¢ o s-regularnosci samej miary.

1.2.2 Borelowska regularnos¢

Definicja 16. Niech (X, 7) bedzie przestrzenia topologiczna oraz niech v bedzie bore-
lowska miarg okreslong na o-ciele 9. Powiemy, ze v jest borelowsko regularna, jesli dla

kazdego zbioru mierzalnego E € 9

v(E) =inf{v(B) : B € B(X) oraz £ C B}.
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Latwo uzasadni¢, ze v jest borelowsko regularna wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego

zbioru E € 9 istnieje zbiér borelowski B taki, ze £ C B oraz

Definicja 17. Niech (X, 7) bedzie przestrzenia topologiczna z miara borelowska v. Po-

wiemy, ze v jest zewnetrznie regularna, jesli dla kazdego zbioru mierzalnego F
v(E)=inf{v(U): ECUiU jest otwarty}.
Natomiast jesli dla kazdego zbioru mierzalnego F zachodzi
v(E) =sup{v(C):C C EiC jest domkniety},
to powiemy, ze v jest wewnetrznie regularna.

Stwierdzenie 18. [/0, twierdzenie 2.2.2] Niech (X, d) bedzie przestrzeniqg metryczng z bo-
relowsko reqularng miarg v. Zalozmy, ze X jest przeliczalng sumq zbiorow otwartych

o mierze skonczonej. Wowczas v jest zewnetrznie i wewnetrznie reqularna.

1.2.3 Twierdzenie Luzina

Ponizsza wersja twierdzenia t.uzina bedzie nam potrzebna do pokazania, ze przy zatozeniu

borelowskiej regularnosci miary twierdzenie [48| staje si¢ rownowaznoscia.

Twierdzenie 19 (Luzin). Niech (X, 7) bedzie przestrzenig topologiczng i niech v bedzie
skonczong, zewnetrznie © wewnetrznie reqularng miarg. Dla kaZdej mierzalnej, skonczonej

v-prawie wszedzie funkcji u i dla kaZdego € > 0 istnieje domkniety zbior G taki, Ze:

(i) ulc. jest ciggla;
(i) V(X \ G.) < e.

Na ogdl w literaturze ([40, twierdzenie 2.3.5], [42, twierdzenie 7.10] lub [39} twierdzenie
1.14)) zaktada sig, ze (X, 7) jest lokalnie zwarta przestrzenia Hausdorffa, a v jest skoficzona
miarg Radona. Wéwcezas mozna wymagaé aby zbiér G. byl zwarty, jednakze nam nie

bedzie to potrzebne.
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1.2. REGULARNOSC MIARY

Dowdd. Niech {V,,}2, bedzie baza topologii euklidesowej na R. Zdefiniujmy
E,=u"'(V,), Exw =u ' ({—00,00}).
Ustalmy € > 0. Z zatozenia o regularnosci, mozemy znalez¢ otwarte zbiory U,, i domknigte
zbiory C,, takie, ze C,, C E,, C U, oraz
v(U, \ Cy) < g/2" .
Poniewaz v(E.) = 0, to istnieje zbidr otwarty Uy, taki, ze Ey C Uy oraz v(Us \ Ex) <
/2. Definiujemy zbiory

F. = fj (Un\Cn)UUOO oraz G. = X \ F..

n=1

Zbior F jest otwarty oraz v(F.) < e. Niech g = u|, . Wowczas dla dowolnego n € N
—1 _ _
g V,)=E,NG.=U,NG..

W takim razie zbior g~1(V},) jest otwarty w topologii indukowanej na G.. Poniewaz zbiory

{Vn}22, sa baza topologii euklidesowej na R, konczy to dowéd ciaglosei g. O

Okazuje sie, ze zachodzenie twierdzenia fuzina implikuje borelowsks regularnoscé
miary. Doktadniejszg analize zwigzku pomiedzy regularnoscia miary i zachodzeniem pew-

nych wersji twierdzenia Luzina ukaze si¢ w pracy [5].

Twierdzenie 20. Niech (X, 7,v) bedzie przestrzenig topologiczng ze skoriczong miarg
borelowskq v. Zaktadamy, Ze dla kazdej mierzalnej i skonczonej v-prawie wszedzie funkcji

u i dla kazdego € > 0 istnieje zbior borelowski B, taki, Ze:
(i) ulg_ jest ciggla;
(i) v(X \ B:) <e.

Wowczas v jest borelowsko reqularna.

Dowdéd. Niech A bedzie mierzalnym podzbiorem X. 7Z zalozen wynika, ze dla kazdego
n € N istnieje zbiér borelowski B, taki, ze v(X \ B,) < 1/n oraz funkcja u, = xalp,
jest ciagta. Stad wynika, ze u,*({1}) = AN B, jest domkniety w topologi 7|, . W takim
razie mozemy znalezé¢ zbior C,, ktory jest domkniety w 7, taki ze AN B, = C, N B,.

Poniewaz

A= (ANB,)U(A\B,) € (C,NB,)U(X\B,) € B(X) (1.2.3)
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V(A) < y((cn A B,)U (X Bn)) < u(A) + 1/n,
wiec zbior
B= ﬁ (CanB)U(X\ B,)

jest zbiorem borelowskim, zawiera zbiér A oraz spetnia v(A) = v(B). O

1.3 Warunki podwajania

Przypomnimy teraz bardzo dobrze znane w literaturze warunki podwajania, przy za-
tozeniu ktorych wiele wynikéw z klasycznej analizy harmonicznej daje si¢ uogoélni¢ na

przypadek przestrzeni metrycznych wyposazonych w miare borelowska.

Definicja 21. Niech (X,d) bedzie przestrzenia metryczna oraz p niech bedzie miarg,
borelowska. Powiemy, ze 1 jest podwajajaca, jesli istnieje stata Cy € (0, 00) taka, ze dla

wszystkich z € X ir € (0,00) mamy
0 < u(B(z,2r)) < Cqp(B(z,r)) < 0.

Definicja 22. Powiemy, ze przestrzen metryczna (X, d) jest geometrycznie podwajajaca,
jesli istnieje liczba naturalna M taka, ze dla wszystkich z € X i r € (0,00) mozemy

znalez¢ punkty {z;}M, C X takie, ze

B(z,2r) C | | Bz, ).

Cx

Il
—_

(2

Okazuje sie, ze dla przestrzeni metrycznych wyposazonych w miare podwajajaca musi
zachodzi¢ zachodzi¢ warunek geometrycznego podwajania. Zostalo to zauwazone w pracy

29].

Twierdzenie 23 (Coiffman-Weiss). Kazda przestrzen metryczna z podwajajgcg miarg jest

geometrycznie podwajajgca.

7 drugiej strony jesli zupeta przestrzen metryczna jest geometrycznie podwajajaca, to
musi na niej istnie¢ miara podwajajaca. Zostato to pokazane w pracy [104] dla zwartych,
geometrycznie podwajajacych przestrzeni metrycznych . Pézniej w artykule [84] zatozenie

o zwartosci zostato ostabione do zupelosci.
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Twierdzenie 24 (Volberg-Konyagin-Lukkainen-Saksmann). Niech (X, d) bedzie zupeing,
geometrycznie podwajajgcq przestrzeniq metryczng. Wiedy na (X,d) istnieje miara po-

dwajajgca.

Warto zaznaczy¢, ze w powyzszym twierdzeniu zatozenie o zupelnosci przestrzeni me-
trycznej jest istotne. (Q,| - |) jest geometrycznie podwajajaca przestrzenia metryczng
i gdyby istniala na niej miara podwajajaca, to na mocy [85, twierdzenie 1], kazdy punkt
dodatniej miary bylby punktem izolowanym. Poniewaz zaden punkt w (Q, | - |) nie jest
izolowany, wiec miara kazdego punktu musi by¢ réwna zero. Zatem z przeliczalnosci Q
miara catej przestrzeni rowniez bedzie rowna zero.

Dla kazdego n naturalnego R™ jest geometrycznie podwajajaca, wiec dowolny zwarty
podzbiér £ C R” réwniez bedzie geometrycznie podwajajacy. Ponizszy przyktad pokazuje,

ze istnieja zwarte przestrzenie metryczne, ktore nie sg geometrycznie podwajajace.

Przyktad 25 (Kostka Hilberta). Oznaczmy H = {a € [0,1]Y : Vm € N a(m) < 1/m}.
Woéwezas (H, || - || 2av)) jest zwartg przestrzenig metryczng, ktora nie jest geometrycznie

podwajajaca.

Dowdd. Zwartos¢ kostki Hilberta jest dobrze znana ([67, str. 190: ¢wiczenie 6]), wigc
pokazemy tylko, ze (H,|| - ||2qy)) nie jest geometrycznie podwajajaca. Przypus$émy, ze
(H, || - lleav)) jest geometrycznie podwajajaca. Wéwcezas istnieje takie M € N, ze dla

dowolnego ¢ > 0 mozemy znalezé punkty {z;}1, C H spelniajace
M
B(0,4¢) C | B(s,¢). (1.3.1)
i=1
Ustalmy € € (0,1/(4M)). Istnieje N € N takie, ze

2e <1/N < 4e. (1.3.2)

W szczegdlnoscei to oznacza, ze N > M. Dlan =1,2,..., N definiujemy
1/N, jeslim =n,
0, jesli m # n.

Wéwezas u, € H oraz z nieréwnoéci (1.3.2)) wynika, ze
u, € B(0,4¢) \ B(0,2¢),

25



1. PRELIMINARIA

wigc z ((1.3.1) mamy

M
Uy, € U B(x;,¢).
i=1
Dla dowolnego n € {1,2,..., N} zdefiniujmy j(n) € {1,..., M} wzorem
jn) =min{i € {1,..., M} : u, € B(x;,¢)}.
Stad
Tjm) € Blup,€)
oraz dla n # k, mamy

Hun — uka(N) = \/§/N > 1/N > 2¢,

skad wynika, ze kule {B(u,,¢)}"_, sa parami roztaczne. To oznacza, ze odwzorowanie
Jj - {1,2,...,N} — {1,..., M} jest roznowartoSciowe. W takim razie N < M, wiec

doprowadzilismy do sprzecznosci, poniewaz N > M. O

Ponizszy lemat pokazuje, ze w przypadku miar podwajajacych, nie ma znaczenia czy

mowimy o mierze skonczonej czy przestrzeni ograniczone;j.

Lemat 26. Niech (X, d, 1) bedzie przestrzeniqg metryczng z miarg podwajajgcg. Wowczas
u(X) < oo wtedy 1 tylko wtedy, gdy diam X < oo.

Dowdd. Jesli diam X < oo, to natychmiast u(X) < oo, gdyz X = B(xg,2diam X) dla
dowolnego xy € X. Zatézmy, ze 1(X) < oo i przypusémy, ze diam X = oo. Dla ustalonego

zo € X mozemy znalez¢ ciag x,, € X taki, ze r, := d(z,, z¢) — 0o. Wowczas

(B (w0, 70)) < p(B(xn, 2r0)) < Cu(B(zn, 70/2))

< CHu(X\B(wo,7/2)) = C3(1(X) = p(B(wo,70/2)))
Po przejsciu granicznym otrzymujemy
u(X) <0,

co oznacza, ze (1(X) = 0. Poniewaz zaktadamy, ze miara kazdej kuli jest dodatnia, wiec

stad wynika, ze X = (. O
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1.3.1 Warunki /-podwajania i podwajania w nieskonczonosci

Wprowadzamy teraz dwa nowe warunki przypominajace warunek podwajania. Jak sie poz-

niej okaze, beda one uniemozliwialy zachodzenie zwartych zanurzen rozwazanych w pod-

rozdziale 3.2

Definicja 27. Niech (X, d, ) bedzie przestrzenia metryczna z miarg i niech § € (0, 00).
Powiemy, ze u jest J-podwajajaca, jedli istnieje liczba Cs € (0, 00) taka, ze dla wszystkich
reX

u(B(x,260)) < Csu(B(x,0)). (1.3.3)

Definicja 28. Niech (X, d, ) bedzie nicograniczona przestrzenig metryczng z miarg skon-
czong. Powiemy, ze u jest podwajajaca w nieskonczonosci, jesli istnieje punkt zy € X taki,
ze

e WX\ Bz, R))
hé&LEf (X Bz, 2)) < 00. (1.3.4)

Powyzsze definicje oczywiscie nie s réwnowazne, poniewaz w przypadku warunku o-
podwajania nie wymagamy od przestrzeni metrycznej, aby byta nieograniczona, ani zeby
miata skonczona miare. Jednakze nawet w przypadku skonczonych miar zdefiniowanych
na nieograniczonych przestrzeniach metrycznych powyzsze warunki si¢ nie implikuja. Po-

kazuja to ponizsze przyktady.
Przyktad 29. Rozwazmy ([0, 00), d, 11), gdzie d jest odleglodcia euklidesowa a i jest miara,
zadang przez du = f(x)dx dla f =1 na [0,1) oraz

f(z) = apexp(2fz —2-4%), jesli x € [2F 2FT)
dla k > 0, gdzie a, = 1/(1 — exp(—4*)). Wéwezas u jest podwajajaca w nieskonczonosci,
ale nie jest d-podwajajaca dla zadnej 6 € (0, 00).

Dowdd. Dla kazdego | € N mamy

u([Ql, 2”1)) =q / exp(2lx — 24" dr = ;27" / eV dy =27".
(2l72l+1) (,4l70)

Niech N € Ni k € N bedzie takie, ze 28 < N < 21 Wéwczas

pX\BO.N) _ p(X\BO.2) w2t
(XN B(0,2V)) = u(X \ B(0,257)) ~ 2, 52
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1. PRELIMINARIA

i stad wynika, ze u jest podwajajaca w nieskonczonosci.
Pokazemy teraz, ze p nie jest d-podwajajaca dla zadnej § € (0, 00). Niech § € (0, 00)
i ustalmy dowolne k € NN [2,00), ktére spetia § < 2¥72. Poniewaz 2 + 26 < 22*, wiec

mamy
k k k —k Lk k
w(B(2"+46,0)) < ay / exp(2"x — 2 - 4%)dx = a2 (exp(— 54 ) —exp(—4 ))
(2%,32%)
7, drugiej strony zachodzi

u(B(2" +6,20)) > p((2" —6,2%)) = ap / exp(2F1z — 2. 451 dy
(2k—5,2k)

=2""q, (1 — exp(—62871)).

Laczac powyzsze nieréwnosci, otrzymujemy, ze

w(B(2F +6,25)) _ 2ap_4 1 — exp(—02F1)
n(B(2F406,0)) —  ar exp ( - %4’“) — exp ( — 4k>

— 0

przy k — oco. Stad wynika, ze p nie jest d-podwajajaca. n

Przyktad 30. Rozwazmy (N, d, i), gdzie d jest metryka euklidesowa oraz pu({n}) = 27"
dla kazdego n € N. Wéwezas (N, d, 1) jest 0-podwajajaca dla wszystkich § € (0, 00), ale

nie jest podwajajaca w nieskonczonosci.

Dowdd. Zaczniemy od pokazania, ze dla kazdej § € (0,00) spetiony jest warunek o-

podwajania. Jesli 6 € (0,1], to dlan > 1

w(B(n,26)) < 2—ntl 4 9= 4 97—l

W(B(n,5) = =7/

Zatem mozemy zatozy¢, ze 0 € (1,00). Jesli 6 € N oraz n € N, to woéwezas

n+25—1

46—2
29—k 2—n+26—1 9~k B
w(B(n,d)) — n—%_l 9—k 9-n 6i1 9—k 1—27°
k=n k=0

Natomiast jesli 6 € N, to § € (m, m + 1) dla pewnego m € N. Wéwezas dlan € N

p(B(1,20)) _ p(B(n,2(m+1))) _ p(B(n,2(m + 1)) u(Bln.m + 1)
W(Bm.0) = p(Blmm) W(Blnom 1 1) p(B(nm)
u(B(n, 2(m + 1))) u(B(n, 2m))

W(Blm + 1) p(Blnm)) = Om

<
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1.4. WELASNOSCI PRZESTRZENI CALKOWICIE OGRANICZONYCH

gdzie Cy, i Cyyy1 sa stalymi z nieréwnosei (1.3.3)) odpowiednio dla § = m oraz 6 = m + 1.
Zostalo nam do pokazania, ze dla kazdego xy € N warunek ((1.3.4)) nie jest spelniony.

Ustalmy wiec ¢ € N i niech R > zy. Wéwczas

o0

> 27k
WX\ B(xo, B)) _ k=[a0+R] _ ofzot2R]~[ao+R] _ o[2R]~[R]
(X \ B(zo, 2R)) =R~
k=[zo+2R]

gdzie przez [z] oznaczamy najmniejsza liczbe catkowita nie mniejsza niz z. Przechodzac
z R — 00, otrzymujemy

p(X \ B(xo, 7))
w(X\ B(xo,2R))

— OQ.

1.4 Wlasnosci przestrzeni calkowicie ograniczonych

1.4.1 Zbiory ¢-rozdzielone

Definicja 31. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna i niech 6 € (0, 00). Zbiér A C X
nazwiemy d-rozdzielonym, jesli dla wszystkich x,y € A takich, ze x # y mamy d(z,y) > 0.
Ponadto powiemy, ze A jest maksymalnym zbiorem d-rozdzielonym, jesli dla kazdego

zbioru d-rozdzielonego A zachodzi implikacja
ACA = A=A

Uwaga 32. 7 lematu Kuratowskiego-Zorna wynika, Ze dla kazdej przestrzeni metrycznej

(X,d) 1 kazdej 6 € (0,00) istnieje maksymalny zbior §-rozdzielony.

Doktadniejsza analize zwigzku pomiedzy istnieniem zbioréw d-rozdzielonych i zacho-

dzeniem pewnych wersji aksjomatu wyboru mozna znalezé w pracy [34].

Uwaga 33. Jesli (X, d) jest przestrzenig metryczng oraz A jest zbiorem §-rozdzielonym,
to rodzina kul {B(a,0/2)}aca jest parami rozlgezna. Ponadto jesli A jest maksymalnym
zbiorem d-rozdzielonym, to

X = |J B(a,9).

a€A

Stwierdzenie 34. Przestrzen metryczna jest osrodkowa wtedy i tylko wtedy, gdy dla kaz-

dej § € (0,00) dowolny zbior d-rozdzielony jest co najwyzej przeliczalny.
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1. PRELIMINARIA

Dowéd. ,<=” Niech A, oznacza maksymalny zbiér 1/n-rozdzielony. Zdefiniujmy A =
Ej A,. Wéwczas A jest co najwyzej przeliczalny i na mocy uwagi A jest gesty w
T(Lgfl, d). Zatem (X, d) jest osrodkowa.

»,=" Niech D bedzie przeliczalnym zbiorem gestym w (X, d) i niech A bedzie zbiorem
d-rozdzielonym dla 6 € (0, 00). Zdefiniujmy

Di=Dn | B(a,8/2).
ac€A

Rodzina kul {B(a,d/2)}.ca jest parami roztaczna, wiec dla kazdego x € D, istnieje
doktadnie jeden element a, € A taki, ze v € B(ay,0/2). Mozemy wigc zdefiniowaé¢ od-
wzorowanie g : D4 — A wzorem g(x) = a,. Poniewaz D byt oérodkiem, wiec dla kazdego
a € A mozemy znalezé x € D taki, ze a € B(x,0/2), co implikuje = € B(a,d/2). Zatem
a = g(z). Otrzymali$émy, ze odwzorowanie g jest suriekcja, a poniewaz zbiér D, byt co

najwyzej przeliczalny, wiec A rowniez musi by¢ co najwyzej przeliczalny. O]

1.4.2 Calkowita ograniczonos¢é

Definicja 35. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna. Powiemy, ze podzbiér Y C X
jest catkowicie ograniczony, jesli dla kazdego € > 0 istnieje skonczony zbiér A C X taki,

7e

Y C | B(a,¢).

a€A

Taki zbiér A, spetniajacy powyzsza inkluzje, nazywamy e-siecia.

Dla przestrzeni metrycznych z miara zachodzi nastepujaca charakteryzacja catkowitej

ograniczonosci przy pomocy tzw. funkcji podparcia i warunku d-podwajania.

Stwierdzenie 36. Niech (X,d, ) bedzie przestrzeniq metryczng z miarg. Wowczas na-

stepujgce warunki sg rownowazne:
(i) (X,d) jest calkowicie ograniczona;

(ii) p(X) < oo oraz dla wszystkich r € (0,00) h(r) := 12)f( pu(B(x,r)) >0;

(#ii) diam X < oo oraz p jest 0-podwajajgca dla 6 € (0, diam X].
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1.4. WELASNOSCI PRZESTRZENI CALKOWICIE OGRANICZONYCH

Dowdd. (i) = (i1)” Zakladamy, ze (X, d) jest catkowicie ograniczona, wigc dla r € (0, 00),
mozemy znalez¢ punkty x1,...,xxy € X takie, ze

X = GB(xi,r/Q). (1.4.1)

i=1

Z (1.4.1) wynika w szczegélnosei, ze pu(X) < oo, poniewaz miara kazdej kuli jest skon-

czona. Niech C(r) = {rlninN} w(B(z;,7/2)). Miara kazdej kuli jest dodatnia, zatem C(r) >
1€

77777

0. Dla kazdego = € X mozemy znalez¢ j € {1,..., N} takie, ze B(z;,r/2) C B(x,r), wigc

u(B(z,r)) = C(r).
»(i1) = (i1i)” Przypusémy, ze diam X = oo. Ustalmy r > 0 i konstruujemy ciag w na-
stepujacy sposoéb: Niech z; € X bedzie dowolnym punktem. Bierzemy dowolny punkt
zre € X \ B(z1,2r), a nastepnie z3 € X \ ( (x1,2r) U B(@,Qr)) Po wybraniu punk-
téw {z;}7, definiujemy x,,1 jako dowolny punkt ze zbioru X \ U B(z;,2r). Punkt taki

istnieje, bo gdyby zbiér X \ U B(x;,2r) byl pusty, to by oznaczalo, ze diam X < oo.
i=1

Z powyzszej konstrukeji otrzymujemy ciag {x,}>2, taki, ze dla m > n x,, ¢ B(x,,2r).

Stad wynika, ze rodzina kul {B(z,,r)}22, jest parami roztaczna, a zatem

u(X) > u( U B(xm) = X (Bl ) = 3 00) -

n=1

W takim razie diam X < co. Stad juz dla wszystkich z € X i § € (0, diam X]| mamy

u(B(r,25)) = ‘muw(m,an < ‘,ﬁmmm»

,(i11) = (¢)” Ustalmy e > 0 i niech A bedzie maksymalnym e-rozdzielonym zbiorem
w (X, d). Wystarczy pokazaé, ze A jest skonczony. Niech k& € N bedzie najmniejsza liczba
taka, ze 2Fc > diam X. Kule B(x,&/2) sa parami roztaczne a zbiér A jest co najwyzej

przeliczalny, zatem z uwagi [4]

p(X) > > u(Bla,e/2)) > C > p(Bla,e)) > (Copp Co) ™ Y p(Bla, 2¢))

a€A a€A a€A
-1

> > (CopCe Cpr) VS u(Bla, 2%)) > (]_1@) (X)) #A.

acA
Stad otrzymujemy
k
#A S HCQlfla < 00,
1=0

co konczy dowdd stwierdzenia. O]

Wnhniosek 37. Niech (X,d,u) bedzie przestrzeniq metryczng z miarg. Jesli p jest s-

regularna z dotu i u(X) < oo, to (X,d) jest catkowicie ograniczona.
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1.4.3 Twierdzenie Arzela-Ascolego

Ponizsze twierdzenie pokazuje, ze zaréwno dla klasycznego twierdzenia Arzeli-Ascolego jak
i dla twierdzenia o zwartych zanurzeniach pomiedzy przestrzeniami funkcji holderowsko

ciagtych, catkowita ograniczonos¢ przestrzeni metrycznej jest optymalnym zatozeniem.

Twierdzenie 38. Niech (X,d) bedzie przestrzenig metryczng. Nastepujgce warunki sq

réwnowazne:

(i) (X,d) jest catkowicie ograniczona;

(ii) na (X,d) zachodzi twierdzenie Arzela-Ascolego, tzn. dowolna, ograniczona rodzina
funkeji F C C(X,d), jesli jest jednakowo ciggla, tzn.
(Ve > 0)(30 > 0)(Vu € F)(Vx,y € X) d(z,y) < = |u(z) —uy)| <e,

to jest prezwarta w C(X,d);
(iii) dla wszystkich 0 < < o < 00 zanurzenie
C¥*(X,d) — C™(X,d)
jest zwarte;
(iv) istniejq liczby 0 < 5 < a < 1 takie, Ze zanurzenie
C¥*(X,d) — C™(X,d)
jest zwarte.

Dowdéd. Dowdd implikacji ,,(2) = (i4)” mozna znalezé w |17, twierdzenie D6.1], implikacja
,(i17) = (iv)” jest oczywista, natomiast implikacja ,(iv) = (i)” zostala pokazana w [88,
twierdzenie 4.16).

Implikacja , (i) = (iii)” jest powszechnie znana (w przypadku euklidesowym dowdd
mozna znalezé na przyklad w [45, lemat 6.33]). Ponizej zamieszczamy jej prosty dowdd.

Niech u € C%*(X,d) i ustalmy ¢ € (0,00). Poniewaz dla t € (0,1) zachodzi t# > ¢,

zatem
uloosxa) S SUp S+ sup s
[ ] (X,d) O<d(z.y)<e d(:L‘, y)/3 d(z,y)>e d(l‘, y)ﬁ
_ u\r) —uly _

0<d(z,y)<e d(l‘, y)ﬁ/gﬁ

< e Plulgoa(xay + 2670|ull ek (1.4.2)
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1.4. WELASNOSCI PRZESTRZENI CALKOWICIE OGRANICZONYCH

7 powyzszego rachunku w szczegdlnosci wynika, ze operator zanurzenia i : C%%(X, d) —
C%%(X,d) jest zawsze dobrze zdefiniowany i ciagly.

Niech F C C%*(X,d) bedzie ograniczong rodzing i oznaczmy M = sup || f|co.e(x,a)-
Wowczas dla kazdego u € F i wszystkich x,y € X <

u(z) — u(y)| < Md(z,y)".

Stad wynika, ze rodzina F jest jednakowo ciagla, ograniczona rodzing w C(X,d), wiec
z zatozenia (i7) jest prezwarta. To oznacza, ze dowolny ciag w F zawiera podciag {u, fnen,
ktéry jest ciagiem Cauchy’ego w C(X,d). Wstawiajac u,, — u,, do (1.4.2) dla n,m € N

wynika, ze dla dowolnego € € (0, 00) zachodzi

[t — U] cos(x.a) < €% Pt — Um)coo(x.a) + 2677 ||un — umllox.a

< 26 P M + 267 ||, — U || c(x,d)-

Stad wynika, ze {u},en jest ciagiem Cauchy’ego w C%?(X,d), co koticzy dowdd. O

1.4.4 Lemat Ulama

Lemat 39. (Ulam) Niech (X, d) bedzie osrodkowq przestrzeniq metryczng i niech v be-
dzie skoniczong miarg borelowskq na X. Wowczas dla kaZdego € > 0 istnieje domkniety

i calkowicie ograniczony zbior G. taki, ze v(X \ G.) < e.

Niniejszy lemat w przypadku miar probabilistycznych zdefiniowanych na osrodkowych
i zupelnych przestrzeniach metrycznych jest dobrze znany w literaturze jako lemat Ulama
[16, twierdzenie 1.3]. Jesli opuscimy zalozenie zupetnosci przestrzeni, to lemat wciaz jest

prawdziwy, jednakze zbiér G, moze juz nie by¢ zwarty.

Dowdd. Niech {x;}32, bedzie gestym podzbiorem w (X, d). Dla m, k € N definiujemy

k
Aps = | B(z;,1/m).
j=1
Z gestosci zbioru {z;}52, wynika, ze dla dowolnego m € N mamy UpZ; A, = X, wige

stad wynika, ze
lim v(Ap ) = v(X).

k—o0

W takim razie dla kazdego m € N istnieje liczba k,, taka, ze

V(X \ Ay, ) < 1/27. (1.4.3)
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Ustalmy € > 0 i niech n € N bedzie najmniejszg liczbg naturalng spetniajacg 27" < e.
Zdefiniujmy zbior
G. = ﬁ Ao, -

Poniewaz G, jest czescia wspolng zbioréw domknietych, wiec musi by¢ rowniez zbiorem
domknietym. Dla ustalonej § € (0, 00) niech m € N spelnia m > max{%, n}. Z inkluzji

km  km

G. C App,, = |J B(z;,1/m) C | B(z;,0)

j=1 j=1

otrzymujemy, ze {z; }jf;”l jest skonczona d-siecia zbioru G.. Z dowolnosci ¢ wynika catko-

wita ograniczono$¢ G.. Ponadto z nieréwnosci (1.4.3) mamy

V(X \G2) = (XN () Ami) = (U X\ Ay

m=n m=n
o0

< Z V(X \ Ang,,) < 217" <,
co konczy dowdd lematu. n

Whiosek 40. Niech (X, d) bedzie osrodkowq przestrzeniq metryczng i niech v bedzie o-
skonczong miarg borelowskq. Wowczas istniejq zbiory domkniete i catkowicie ograniczone

{G.}22, oraz zbior F typu G, v(F) = 0 takie, Ze

F=x\)G.

n=1

Dowdd. Niech {E,}22; beda wstepujacymi zbiorami o mierze skoriczonej takimi, ze
U E.=X.
n=1
Dla n € N niech v,, = vLE,,. Z lematu |39 zastosowanego dla miary v,, wynika, ze mozemy
znalez¢ domkniety i catkowicie ograniczony zbiér G,, C X taki, ze
v (X \ G,) < 1/n.

Niech G = U2 | G,,. Pokazemy, ze F' = X \ G jest zbiorem miary zero. Poniewaz

F=x\G=UBNG=U BN Gu=U N Eu\GCn,

n=1m=1

wiec wystarczy pokazaé, ze dla kazdego n € N zbior N°_, E,, \ Gy, jest zbiorem miary
zero. Poniewaz v, (X \ G,) = v(E,\ G,) oraz zbiory E, byly wstepujace, wiec dla kazdego

N > n mamy

y< ﬁl B\ Gm> < v(B,\ Gy) < v(Ex \ Gy) < 1/N.
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Przechodzac z N do nieskoniczonosci, otrzymujemy, ze zbioér No°_, B, \ G, ma miare zero,
a zatem i zbiér F. Poniewaz F' = N2, X \ G, oraz zbiory G, sa domkniete, wiec stad
wynika, ze F' jest zbiorem typu Gj. [

1.4.5 Calkowalnos¢ miary

Uwaga 41. Jesli (X, d, n) jest przestrzeniqg metryczng z miarg, to mozna pokazaé, ze dla
kazdego r € (0,00) odwzorowanie x — pu(B(x,1)) jest polciagle z dotu. W zwigzku z tym

odwzorowanie

p(B(z,r))’

rozwazane w definicji[43, jest mierzalne.

Definicja 42. Niech (X, d, 1) bedzie przestrzenig metryczna z miara. Powiemy, ze p jest

catkowalna, jesli dla kazdego r € (0, 00)

1
————du(x) < oo.
/X w(B(z,r))
Ponadto jesli dla pewnej miary v okre$lonej na tym samym o-ciele co p i dla kazdego

r € (0,00)

dv(z) < oo,

1
ey

to powiemy, ze u jest catkowalna wzgledem v.

Stwierdzenie 43. Niech (X, d, ) bedzie catkowicie ograniczong przestrzenig metryczng

z miarg. Wowczas p jest catkowalna.

Dowdd. Ze stwierdzenia [36{ wynika, ze h(r) = 1é1)f( u(B(x,r)) > 0 oraz u(X) < oo. Stad

1

A By @) < pX)/h(r) < oo.

]

Stwierdzenie 44. Niech (X, d, u) bedzie przestrzenig metryczng z miarg spetniajgcqg wa-

runek d-podawajania dla pewnej 0 € (0,00). Jesli diam X = oo, to p nie jest catkowalna.
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Dowéd. Niech A C X bedzie maksymalnym 2§-rozdzielonym zbiorem. (X, d) jest nieogra-
niczona, wiec A musi zawiera¢ nieskonczenie wiele elementéow. Ponadto dla dowolnych

z,y € A, x #y mamy B(x,0) N B(y,d) = 0. Stad

1 1
fe B 2 2 fy AB) )
>y§1/(ya T@)d )
HMB0) o~ L

& u(B(y, 25)) = Cs

1.5 Zwartosé w L'(X,v)iw LP(X,v)

W naszych rozwazaniach dotyczacych zwartosci zanurzen w rozdziale |3 kluczowa role
odegra przestrzen funkeji mierzalnych. Dzieki twierdzeniom [6] i 48| problem pokazania
zwartosci operatora zanurzenia w LP sprowadza sie do sprawdzenia p-jednakowej catko-

walnoéci oraz warunkéw gwarantujacych nam zwartoéé w LO.

1.5.1 Przestrzen L°(X,v)

Niech (X, v) bedzie przestrzenia z miara taka, ze v(X) < co. Oznaczmy przez L°(X,v)
zbiér wszystkich funkcji mierzalnych, skonczonych v-prawie wszedzie. Nastepnie wpro-
wadzamy L°(X,v) = EO(X ,V)/~, gdzie przez ~ oznaczyliSmy relacje réwnosci v-prawie

wszedzie. Wreszcie dla f, g € LY(X,v) definiujemy odlegtos¢ w LY(X,v) wzorem

W@ e
P9 = T @) — gty @

Uwaga 45. Przestrzen (L°(X,v), p) jest zupelng przestrzeniq metryczng oraz zbieinosé

w metryce p jest rownowazna zbieZnosci wzgledem miary v.

t

Dowdd. Funkcja t —

jest rosngca na [0,00) i ograniczona z géry przez 1, wiec dla
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f,9,h € LY(X,v) mamy

@@ @) — @)+ e — k)]
AL = 1+|f<a:>—h<x>|d @ ) T597@ - g@I+ lg@) — b “)
) /(@) — g(o) 9(2) — h()| »
/1+|f @) — o)+ l9() —h@)] T 1+ 17@) — 9@ + lg@) — )]
—Xl‘f,(f?m) vt +/1+|g M da) = £.) + pla. )

Niezdegenerowanie i symetrycznosé p sa jasne. Ponadto dla e € (0, c0), z monotonicznosci

odwzorowania t — 1Tt otrzymujemy
£ |f(z) — g()]
v({z e X :|f(z) —g(x)] > e}) < dv(x)
Lte exii@-gpse LT @ 9@
<p(f,9)
B f(z) —g@@)]
= v(x)
{wGX:If(z)/g(:v)<s} L+ 1f(@) = g()]
|f(z) — g(x)]
T I a1 7 e s R

{zeX:|f(z)—g(x)[>c}

v(X) +v({r e X :[f(x) —g(z)] > e}).

T 1l+e
Jesli f, zbiega do f wzgledem miary, to stad dla kazdego ¢ € (0, 00) otrzymujemy

3

limsup p(fn, f) < v(X),

n—00 _1+€

a zatem
dim p(fn, f) =0.

Natomiast zupetnos¢ p wynika z zupelnosci zbieznosci wzgledem miary (dowdd tego faktu

mozna znalez¢ w [42] twierdzenie 2.30]). O

1.5.2 Twierdzenia Vitalego i Frécheta

Dowdd ponizszej wersji twierdzenia Vitalego mozna znalezé w [79].

Twierdzenie 46 (Vitali). Niech (X,v) bedzie przestrzenig ze skoriczong miarg i niech
p € (0,00). Wowczas podzbior F C LP(X,v) jest calkowicie ograniczony wtedy i tylko

wtedy, gdy spetnione sq nastepujgce warunki:
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(i) F jest calkowicie ograniczony w L°(X,v);
(ii) F jest p-jednakowo catkowalna, tzn.

(Ve >0)(35 > 0)(VD e M) v(D) <§ = ?Cu]pg A |f(x)|Pdv(z) < e.

Twierdzenie 47. (Frechet) Niech (X,v) bedzie przestrzeniq z miarg skoriczong. Pod-
zbiér F C LY(X,v) jest calkowicie ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy dla kaidego € > 0
istnieje X > 0, parami roztgczne zbiory mierzalne X1, Xo, ..., X, takie, ze X = U, X;
oraz dla kazdego uw € F znajdziemy zbior mierzalny E(u) C X taki, Ze spelnione sg

nastepujace warunki:

(i) v(E(u)) <e&;

(ii) Ju(x) — u(y)| < £, jesli 7,y € X\E(u);
(iii) |u(z)| < A dla z € X\E(u).

Dowdd. <" Ustalmy e > 0iniech § = ¢/(14+2v(X)). Z (i), (i), (i73) wynika, ze istnieje
A > 0 oraz parami roztaczne zbiory Xi, Xy, ..., X, spemiajace X = ;' ; X, takie, ze dla
dowolnego w € F znajdziemy zbiér E(u) C X taki, ze v(F(u)) < 6, |u(x)] < X dla
z € X\E(u) oraz dla z,y € X; \ E(u) mamy |u(z) — u(y)| < 0.

Niech M = [A/d] i rozwazmy nastepujaca rodzine funkcji

S = {Z5miXXi(I) cm; € {—M,...,M}dlaie {1,2,...,71}}.
i=1
Ustalmy u € F. Dla liczb catkowitych spemliajacych —M < m < M zdefiniujmy

nastepujace zbiory
A = uH([0m, §(m + 1))).
Poniewaz A < dM, wigc
M
X\Ew < | An (1.5.1)
m=—M
Teraz zdefiniujmy funkcje u € S wzorem

n
U= Z (SmiXXi,
=1
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gdziedlai € {1,2..., N} liczby m; definiujemy w nastepujacy sposéb. Jesli X;\ E(u) = 0,
to m; = 0. W przeciwnym wypadku, z (1.5.1)) znajdujemy m; € {—M,..., M} oraz z;
takie, ze z; € A, N (X \ E(u)).

Dla dowolnego y € X; \ E(u), stad ze zbiory X; sa parami roztaczne, otrzymujemy
u(y) — a(y)l = |uly) = omil < [uly) — ulzi)] + |u(z:) — omi| < 20.
Wiec dla kazdego y € X \ F(u) mamy

u(y) —u(y)| < 26.
Z powyzszej nieroéwnosci 1 definicji 0 otrzymujemy, ze S jest e-siecig zbioru F, gdyz
. |u — 1l |u — 1
u, ) = ——dv + / ——dv
plu, @) /E(u) 1+ |u— 1l X\E(w) 1+ |u — 4
<04 20v(X) =e.

,=" Ustalmy ¢ > 0, § := /3 i niech {u;}¥, C L°(X,v) bedzie 262/(1 + §)-siecia zbioru
F.Niech U(z) = max{|u;(z)| : i = 1,..., N}. Jest to funkcja skoniczona v-prawie wszedzie

oraz v(X) < oo, wiec mozemy znalezé¢ taka A > 9, ze
v({re X :U(x) > A—0}) <6.

NiechY ={x € X :U(x) <A—=0}i M =[(A-0)/§]. Dlaj € {1,2,...,N}im €
{—M, ..., M} rozwazamy nastepujace zbiory

Al ={z €Y :uj(z) € [dm,d(m+1))}.

Dla dowolnych my,...my € {—M, ..., M} definiujemy parami roztaczne zbiory

JesliyeYije{l,2,...,N}, to istnieje doktadnie jedno m; € {—M, ..., M} takie, ze

y € Agnj. To oznacza, ze Yy € Xy mo,...my- Stad
M M
X=X\VU U - U Xnimmn-
mi=—M my=—M
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Niech u € Fij € {1,2,...,N} bedze takie, ze p(u,u;) < 26*/(1 + 6). Zdefiniujmy
Eu)=(X\Y)U{zr e X : |u(z) —uj(x)| > d}. Wowczas

v(E(u) <v(X\Y)+v({r e X |u(z) —u;(x)] > d})

149 )

< -z

<o+ — 5 W)
{zeX:|u(z)—u;(x)|>d}

1+46 |uly) — u;(y)|

0 Jx T+ fuy) —u;(y)l

<d+

dv(y) < 30 =e.

Ponadto dla dowolnych z,y € X, o my \ £(u) mamy
u(er) — w(y)] < ul) — w3 ()] + luy(2) — w5 ()] + () — uly)] < 36 = =.

Natomiast dla z € X\ E(u) z definicji zbioréw Y i E(u) wynika

u(@)] < Ju(x) = uy(@)] + [uy(2)] < A

1.5.3 Twierdzenie Hansona

W przypadku ograniczonych podzbioréw prostej rzeczywistej, wyposazonych w metryke
euklidesowsg i miare Lebesgue’a, ponizsze twierdzenie jako pierwszy pokazat Hanson w ar-
tykule [59]. W pracy [79] zostalo uogdlnione na przypadek przestrzeni metrycznych wy-
posazonych w skoriczona miare podwajajacg oraz w artykule [15] na przypadek catkowicie
ograniczonych przestrzeni metrycznych z miara. W ponizszej wersji (pochodzacej z [6])

zaktadamy jedynie, ze miara jest skonczona a przestrzen metryczna jest osrodkowa.

Twierdzenie 48. Niech (X, d) bedzie osrodkowq przestrzeniq metryczng i niech v bedzie
skoriczong miarg borelowskg na X . Wtedy zbior F C L°(X,v) jest catkowicie ograniczony,
jesli dla kazdego € > 0 istniejg 6 > 0 i A > 0 takie, zZe dla dowolnego u € F znajdziemy

zbior E(u) C X taki, Ze spelnione sq nastepujgce warunki:
(i) v(E(u)) < e;
(i) |u(z) —u(y)| <e, jesli x,y € X\E(u) spelniajg d(x,y) < o,
(ii7) |u(z)] < A dla x € X\E(u).
Ponadto jesli v jest borelowsko reqularna, to zachodzi implikacja w drugg strone.
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Dowadd. ,,=” Ustalmy ¢ > 0. Z zalozen wynika, ze istniejg 6 > 01 A > 0 takie, ze dla
kazdego u € F znajdziemy zbiér E(u) taki, ze v(E(u)) < /2, lu(z)] < A dla z € X\ E(u)
oraz dla z,y € X \ E(u) |u(z) — u(y)| < £/2, o ile d(z,y) < 6.

Korzystajac z lematu B9, mozemy znalezé zbiory G. i B. takie, ze X = G. U B,
v(B.) < €/2 oraz zbiér G. jest catkowicie ograniczony. Niech {x;}! ,, bedzie §/2-siecia

zbioru G.. Zdefiniujmy

X1 = B(I1,5/2),
i—1

X, = B(2;,6/2)\ |J B(x;,6/2) dla i €{2,3,...,n},

j=1
Xn+1 = Bg\ U B(I],5/2)
j=1
Zbiory X; sa parami roztaczne oraz X = JI!' X;. Sprawdzimy teraz, ze zalozenia twier-

dzenia [47] sa spelnione.

A

Niech F(u) = E(u)UX,11. Wtedy v(E(u)) < € oraz |u(z)| < Ana X \ E(u). Ponadto
dlai e {1,2,...,n}iz,y € X;\ E(u), mamy |u(z) — u(y)| < e. Ta nier6wnos$¢ réwniez
zachodzi dla i = n + 1, poniewaz X,,11 \ E(u) = 0.

,<" Niech F bedzie catkowicie ograniczonym podzbiorem LY(X,v). Ustalmy € > 0
i niech {u;} | bedzie 2/(16 + 4¢)-siecia zbioru F. Stosujac twierdzenie |19 do kazdego u;
dlai € {1,..., N}, znajdujemy zbiory domknigte E; C X takie, ze funkcje u; g, sa ciagle

oraz
v(X\E;) <e/(4N). (1.5.2)
Niech teraz E = NY., E;. Z nieréwnosci natychmiast otrzymujemy
V(X \F)<e/d
Dla k € N rozwazamy nastepujace zbiory
Ap={r e E:Vye D jedlid(x,y) <1/k, to (V1 <i < N) |u;(z) —w;(y)| < e/4},
gdzie D jest gestym podzbiorem E. Zbiory A, mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci

Ak = ﬂ {ZE cE: XB(y,1/k) (ZL’) < XﬂN u._l(ui(y)—s/4,ui(y)+6/4)<I>}’

yeD =1
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z ktorej wynika ich mierzalnos¢é. Poniewaz u; sa ciagte na E, mozemy znalez¢ dostatecznie
duze K € N takie, ze v(E\Ak) < £/4. Niech § = 1/(2K). Dobierzmy A > 0 taka, ze miara
zbioru

F.={reX: '_HllaXN|ui(I)| >\ —¢/4}

jest co najwyzej /4. Dla kazdego u € F mozemy znalezé j € {1,2,..., N} takie, ze

p(u,u;) < €2/(12 4 4¢). Z monotonicznosci odwzorowania ¢ — ¢/(1 + t) mamy

Clu(x) —uj(x ite [ulz) —u;(@)] v(x
Alr e X fula) @)l > e/ < == e dv(a)
4+¢

< — p(u,u;) < e/4.
Teraz definiujemy zbioér
E(u) = (X \Axg)UF. U{z € X : |u(z) — u;(z)| > e/4}.

Whprost z definicji zbioru F(u) wynika, ze warunki (7), (i74) musza zachodzi¢. Pozostalo
sprawdzi¢ warunek (i7). Niech z,y € X \ E(u) i speiaja d(z,y) < 0. Mozemy znalez¢
z € D taki, ze d(z,z) < 0. Wowczas d(y, z) < 26 = 1/K i z definicji zbioru F(u) wynika

[u(@) = u(y)] < lulr) = w;(@)] + [u;(2) = u;(2)] + [u;(2) = u;(y)] + Ju;(y) — uly)]
<el/b+e/d+e/d+e/i=c.
[

Uwaga 49. W twierdzeniu [{§ zalozenie o borelowskiej reqularnodci nie jest optymalne.
Mozna je ostabi¢ na przyktad do semi-borelowskiej reqularnosci, tzn. dla kazdego zbioru

E € 9N mozemy znaleZé zbior borelowski B taki, ze
V(BAE) =0,
gdzie A oznacza réznice symetryczng zbiorow
EAF = (E\F)U(F\E).

Powyzszg uwage pozostawiamy bez dowodu - najistotniejsze dla nas jest to, ze dla
skonczonych miar borelowsko regularnych twierdzenie 48| jest rownowazno$cia, wiec dla
najwazniejszych miar z punktu widzenia zastosowan jest to optymalne narzedzie do spraw-

dzania calkowitej ograniczono$ci w L°(X, v).
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1.6 Jednostajna doskonalo$¢ i lemat iteracyjny

Definicja 50. Powiemy, ze przestrzen metryczna (X, d) jest lokalnie jednostajnie dosko-

nalta, jesli istnieje A € (0,1) taka, ze dla wszystkich z € X i r € (0, 1] zachodzi
B(z,7)\B(z, Ar) # 0. (1.6.1)

Jedli (X, d) jest lokalnie jednostajnie doskonata i A € (0, 1) jest taka, ze zachodzi, to
bedziemy méwié, ze (X, d) jest A-lokalnie jednostajnie doskonata. Natomiast jesli (1.6.1)
zachodzi dla wszystkich z € X i wszystkich r € (0, 00) takich, ze X'\ B(z,7) # 0, to wtedy
mowimy, ze (X, d) jest jednostajnie doskonala (analogicznie méwimy o A-jednostajnej do-
skonatosci, gdy (X, d) jest jednostajnie doskonata i A € (0,1) spehia (|1.6.1)) dla wszystkich
z € X i wszystkich r € (0, 00) takich, ze X\ B(z,7) # ). Latwo pokazaé, ze kazda spdjna

przestrzen metryczna jest jednostajnie doskonata.

Pojecie przestrzeni jednostajnie doskonatych jest czesto spotykane w literaturze (na
przyktad w [4, |65 107]) i pozwala ostabié¢ zalozenie na spdjnosé, zachowujac techniki
znane dla tych przestrzeni. W trakcie badan zauwazyliSmy, ze w uzywanych przez nas
metodach wystarczy zaktadaé, ze ([1.6.1)) zachodzi dla r € (0, 1], dlatego wprowadziliSmy

pojecie lokalnej jednostajnej doskonatosci.

Stwierdzenie 51. Klasa przestrzeni lokalnie jednostajnie doskonalych jest szersza niz

klasa przestrzeni jednostajnie doskonatych.

Dowadd. Zaczniemy od pokazania, ze kazda A-jednostajnie doskonala przestrzen me-
tryczna (X,d) dla A € (0,1), jest lokalnie jednostajnie doskonata. Niech X\ =
min{\, diam X/3} i ustalmy z € X oraz r € (0,1]. Jedli X\B(z,r) # 0, to z zaloze-

nia mamy, ze

B(z,r)\ B(z,Ar) # 0,
wiec rowniez zachodzi

B(z,7)\ B(z,Ar) # 0.

7 drugiej strony przypusémy ze X \ B(z,r) = 0. Poniewaz diam B(z, Ar) < 2 diam X, to
stad juz wynika, ze B(z,7)\B(z, \r) # 0.
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Przyktadem przestrzeni lokalnie jednostajnie doskonatej, ktéra nie jest jednostajnie
doskonata jest zbior X = OLj I, dla I,, = [2™, 2" + 1], wyposazony w metryke euklidesowa
| - |. Ustalmy r € (0,1] i ;Lli_elch z € X. Skoro X jest sumg przedziatléw dltugosci 1, wiec
przynajmniej jedna z liczb z — r/2, z 4+ /2 nalezy do X i oznaczmy ja przez z. Poniewaz
|z — Z| =1/2, wiec dla A < 1/2 mamy z € B(z,7) \ B(z,\r) co oznacza, ze (X, |- |) jest
lokalnie jednostajnie doskonata. Przypusémy, ze (X, |-|) jest A-jednostajnie doskonata dla
pewnej A € (0,1). Niech n € N bedzie takie, ze A(2" — 1) > 1, ustalmy z € I, i wezmy

r = 2" — 1. Poniewaz
B(z,r) = B(z,Ar) = L1,

wiec B(z,r) \ B(z,Ar) = 0, pomimo ze X \ B(z,r) # 0. Zatem (X,]| - |) nie moze by¢

jednostajnie doskonata. O]

Teraz dla z € X definiujemy pomocnicza funkcje ¢, : [0,00) — [0, 00) wzorem

¢.(r) = sup {t € [0,7] : u(B(z,t)) < ,u(B(z,r))}.

N | —

Dzigki ponizszemu lematowi i powyzszej funkcji pomocniczej, okazuje sie, ze dla A-lokalnie
jednostajnie doskonatych przestrzeni metrycznych z miarg, warunek dolnej regularnosci
miary wystarczy sprawdza¢ dla promieni, ktére kontrolujemy z gory przez ¢.. Odegra to

kluczowa role w rozdziale [2 przy dowodzeniu twierdzen [84] i [85]

Lemat 52. Niech (X,d, ) bedzie A-lokalnie jednostajnie doskonalq przestrzeniqg me-
tryczng z miarg dla A € (0,1/5). Wtedy:

i) jesli istniejg C' > 0 it > 0 takie, ze dla wszystkich z € X ir € (0,1] spelniajgcych
r < 3¢.(r)/\* mamy
u(B(z,1)) > Cr', (1.6.2)

to dla wszystkich z € X ir € (0,1] zachodzi

w(B(z,r)) > 2"\ Crt; (1.6.3)

i) jesli r € (0,1] i spelnia v < 3¢,(r)/\? oraz r; := (27971 + 271, (r), to dla

wszystkich ¢ € R mamy | —¢| > 3 na pewnym zbiorze zawartym w B(z,r)

Ti+1T;

takim, ze jego miara jest rowna co najmniej p(B(z,7j11)).

44



1.6. JEDNOSTAJNA DOSKONAELOSC I LEMAT ITERACYJNY

Niemal identyczng wersje lematu dla jednostajnie doskonatych przestrzeni metrycz-
nych z miara mozna znalez¢é w |4, lemat 11]. Ponizej przedstawiamy szkic dowodu poka-

zujacy, ze wystarczy zaktada¢ lokalng jednostajna doskonatosc.
Dowdd. i) Ustalmy z € X i niech r € (0, 1] spelnia r > 3¢,(r)/\?. Poniewaz
G (r)/ A+ 2 r < Ar/3 42 r < T/15 < 1,
wigc mozemy wzia¢ punkt
Z € B(z, o, (r)/ N+ 2)\r>\B(z, o.(r) + 2)\27“).

Niech 7 = 2¢,(r) /A +2Ar. Powtarzajac rozumowanie z dowodu |4, lemat 11}, otrzymujemy

B(z,¢.(r)) C B(Z,7) C B(z,r) oraz B(Z,27'\7) C B(z,7)\B(z, ¢.(1)) (1.6.4)
i stad

n(B(z,27\7)) < ;N(B(E, 7).

Whprost z definicji funkcji ¢ otrzymujemy ¢=(7) > 271\7. Zatem 7 < 2¢5(7) /A < 3¢5(T) /N2
oraz zachodzi 7 < r. Ostatecznie, korzystajac z zatozenia (|1.6.2)), inkluzji (1.6.4)) i z faktu,

ze T > 2\r, otrzymujemy
u(B(z,r)) > u(B(i,f)) > CFt > 2P\'Ort.
i) Ta czes¢ wynika z [4, konstrukcja 15]. O

Ponizszy lemat jest niezwykle uzyteczny w sytuacjach, gdy chcemy znalez¢ warunki

konieczne na zachodzenie cigglosci zanurzen i odegra kluczowsg role w dowodach twierdzen

82} B3], 84}, [85] oraz [98]

Lemat 53. |4, lemat 16] Zaléimy, ¢ 0 < a <b < 00,0 <p<qg< o0 ip 7€ (0,00).
Jesli cigg {a;}32, spelnia

a<a; <b

oraz

1 1

aﬁ_l < ijaj; dla wszystkich j € N,

WOWCZAS

1-2 pg_
1<a, “pPros.
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Dowdd. Niech o = p/q € (0,1). Po podniesieniu drugiej nieréwnosci do potegi pa’~!
otrzymujemy

o o1 _jpai—1 ai-1
ajiy < s a;

ol

—1 , . . , 7 7 . . ’
§ . Wowcezas powyzsza nieréwnosc¢ przyjmuje postac

Wprowadzamy oznaczenie P; = a
ol =1 _jpai—1
P <p™ 7 by
Poniewaz P; = ai, iterowanie powyzszej nieréwnosci prowadzi do

J ) )
Pj+1 < ay H ppaqupkakq _ alppZizl ak717_p2i:1 kakfl'
k=1

Z drugiej strony z nieréwnosci 0 < a < a; < b < oo oraz zbieznosci o/ — 0 wynika zbiez-
nos¢ P; — 1. Przechodzac do granicy w powyzszej nieréwnosci i korzystajac z ciggloSci
funkcji wyktadniczej, otrzymujemy

1< alpp > ak_lTp Dy Rk

= q,pP/(=e)pp/ (=) — ¢ ppa/(a=p) 7pa®/(a=p)”

Podnoszac otrzymana nier6wnosé do potegi 1 — p/q, otrzymujemy teze lematu. O]

1.7 Operator mediany

Ponizej wprowadzamy operator mediany, ktory jest niezwykle przydatny, gdy chcemy
w naszych rozwazaniach dotyczacych przestrzeni funkcyjnych, zdefiniowanych przy po-
mocy przestrzeni LP, uwzgledni¢ tez przypadek p € (0,1). Jednym z pierwszych autoréw,
ktérzy zastosowali operator mediany byt Stromberg, ktéry w pracy [101] analizowal prze-

strzenie BMO. Pézniej wlasnosci operatora mediany byty badane m.in. w [43].

Definicja 54. Niech (X, 1) bedzie przestrzenia z miara i ustalmy zbiér mierzalny £ C X
o mierze dodatniej i skoriczonej. Niech dana bedzie funkcja mierzalna u : £ — R. Mediane

z u na F definiujemy wzorem

my(F) = sup {a eER:pu{xr € F :u(r) <a}) < ,u(E)/Q}

Stwierdzenie 55. Niech bedg spelnione zalozenia z definicji[54] i zatéimy dodatkowo, Ze

u: E — R jest skoriczona u-prawie wszedzie. Wowczas
m,(E) = max {a eER:p{r e E:u(zr) <a}) < ,u(E)/?}
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Dowdd. Poniewaz u jest skoniczona p-prawie wszedzie, zatem ciagto$é miary implikuje
lim p(fr € B ul@) < n}) = pu({x € B - u(a) < o0}) = u(B),
ng@mu({x € E:u(z)<n})=p{zr € E:ur) =—o0}) =0.
W takim razie istniejg dwie liczby n, N € Z takie, ze
p{z € E:u(z) <n}) <pu(E)/2 < p{z e E:ulx) < N}).
Stad wynika, ze

—o00o <n<my(F) <N < oc.

Funkcja a — p({z € E : u(x) < a}) jest niemalejaca, wiec dla kazdego i € N z definicji

mediany wynika nieréwnogé
ul{x € B ule) < my(E) — 1/i}) < p(E)/2
Stad
u({x € B ulx) < my(E)}) = lim p({x € E - u(x) < my(E) — 1/i}) < p(E)/2
]

Stwierdzenie 56. Niech u : E — R bedzie mierzalna i skoriczona p-prawie wszedzie.

Wowczas:
(i) jesli c € R, to my(E) — c=my_.(F);
(ii) jesli ¢ > 0, to cmy(E) = me,(E);
(i) [mu(B)] < my ().

Dowadd. Dwie pierwsze wlasnosci wynikajg natychmiast z poprzedniego stwierdzenia. Za-

t6zmy, ze m,(E) > 0. W tym przypadku (iii) wynika z inkluzji
{r € E:|u(x)] <my(E)} C{z € E:u(x) <m,(E)}.
Z drugiej strony ze stwierdzenia [55] wynika, ze
p{r € E:u(z) <my(E)}) > p(E)/2.
Stad jesli m,(E) < 0, to (iii) otrzymujemy taczac powyzsza nieréwnos$é z ponizsza inkluzja,

{z € E:|u(x)] <|my(E)|} C{x € E:u(x)>m,(E)}.
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Dowdd ponizszego lematu jest drobna modyfikacja dowodu, ktéry mozna znalezé w [47,

(2.4)] lub 108, (2.6)]), jednakze dla wygody czytelnika zamieszczamy go ponizej.

Lemat 57. Niech (X, ) bedzie przestrzeniq z miarg i E bedzie mierzalnym podzbiorem X
o mierze dodatniej i skoriczonej. Zatéimy, zeu : E — R jest funkcjg mierzalng i skoriczong

p-prawie wszedzie. Wowczas dla dowolnego p € (0,00) i ¢ € R mamy

[mu(E) —c| < (2]2 u(z) = cff du(w))l/p- (1.7.1)

Dowdd. Na mocy stwierdzenia wystarczy pokazaé, ze

1/p

Mpul(B) < (2 ]g lu(z) — cf? d,u(q:)) . (1.7.2)

Niech n > 2id = ][ |u(z) — ¢/’ du(x). Mozemy zaltozyé, Z d € (0,00). Z nieréwnosci
E

Czebyszewa mamy

1
({e € B Ju(e) —c| 2 (107} < - [ Jul) = el du(a) = Tu(E) < ()
Stad
1/p
Mo (B) < <n £ tute) — ep du(w))
Przechodzac z n — 2, otrzymujemy ((1.7.2)). O

Whniosek 58. Niech (X, d, ) bedzie przestrzenig metryczng z miarg s-reqularng z dotu
i niech u bedzie funkcjg mierzalng, skoriczong p-prawie wszedzie. Jesli p € (0,00), to dla

wszystkich x € X takich, Ze |u(x)| < oo oraz z € X ir € (0,1] mamy
mu(B(,) ~u@)P <207 [ Ju(e) —ul) duy), (1.7.3)

gdzie b € (0,00) spelnia (1.2.9).

Warto zaznaczyé, ze przy zalozeniach powyzszego wniosku odwzorowanie X 3 2z —
)
my(B(z,7)) jest mierzalne. Wynika to ze stwierdzenia [55] i mierzalnosci odwzorowania

X 3z u(B(z,r)), poniewaz dla ¢ € R mamy

{z€ X :my,(B(z,r)) <c}={z€ X :u{x € B(z,r) : u(x) <c}) > u(B(z,r))/2}
={ze X :p(u([=00,0))(B(2,1)) > u(B(z,1))/2}.

3Jesli 6 = oo to oczywiscie zachodzi. Natomiast jesli § = 0, to wtedy u = ¢ na E. Poniewaz dla
dowolnego ¢ € R m.(FE) = ¢, wiec réwniez i w tym przypadku (|1 zachodzi.
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1.8 Przestrzenie Stlobodeckiego, ultamkowe przestrze-
nie Hajlasza

Definicja 59. Niech (X,d, ) bedzie przestrzenia metryczna z miara i niech o, p,s €
(0,00) beda ustalone. Definiujemy jednorodng przestrzen Stobodeckiego WP(X, d, 1),
jako klase funkcji u mierzalnych i skonczonych p-prawie wszedzie takich, Zze ponizsza

wielkos¢ jest skonczona
lu) —u(y)F 1“’
dveran = ff SO ) as
0<d(z,y)<1

Woéwcezas [u]wer(x.q,) jest quasi-pétnorma na WaoP(X,d, ). Niejednorodna przestrzeii

Stobodeckiego definiujemy jako WP (X, d, u) = Wsa’p(X, d, ) N LP(X, ) z quasi-norma

WP (X, d,p) HUHLP(X,;L) + [U]WE"’(X,d,#)'

Uwaga 60. Poniewaz zbior {(z,y) € X x X : d(z,y) € (0,1)} jest otwarty w topologii
produktowej, ze stwierdzenia[14] przestrzenie metryczne z miarg sq osrodkowe oraz z lematu
[§ mamy B(X x X) = B(X)®B(X), wicc stad otrzymujemy, ze wielkosé jest dobrze
zdefintowana. Ponadto przestrzenie metryczne z miarg sq o-skonczone, wiec z twierdzenia

Fubiniego

[uwer(xamm = (/ / - ‘u e y)siaypd (y)du(x)>1/p-

Fakt 61. Dla kazdej przestrzeni metrycznej z miarg (X, d, u) 1 kazdego a,p,s € (0,00)
przestrzen WP (X, d, p) jest zupelna.

Dowdd. Niech {u, }nen bedzie ciagiem Cauchy’ego w W& (X, d, p). Z zupetosci LP (X, p)
wynika, ze istnieje u € LP(X, ) takie, ze u,, — u w LP(X, pu). Niech f € WP(X,d, u)

i zapiszmy quasi-péinorme Stobodeckiego w nastepujacej postaci

Meoccan = ] 'fxym,f’p (y) dp(z)

0<d(z,y)<1
X T T,y
= [[ 7@ - fw)r ”;ﬁ;*’;;jiip ) au(y) d(a)
XxX
= [ 1@ = f)P V(e y),
XxX
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gdzie V jest miarg absolutnie cigglta wzgledem p ® p dang przez

/ X{°<dw><1} y) du(y) dp(z)

J] y s+ap

dla kazdego zbioru mierzalnego A C X x X. Stad

gdzie U, (z,y) = un(x) —u,(y). Z zupelmosci LP(X x X, V) wynika, ze istnieje U € LP(X X
X, V) takie, ze U, — U w LP(X x X, V). Zeby zakonczy¢ dowéd zupetnoéci, wystarczy
pokazaé, ze dla V-prawie wszystkich (x,y) mamy U(z,y) = u(x) — u(y). Mozemy wybraé
podciag {un, }jen zbiezny punktowo do u na zbiorze X \ E, gdzie u(E) = 0. Wowczas dla
wszystkich (z,y) € (X \ E) x (X \ E)

Unj(x7y) — U(ZE) - u(y) = U(fL’,y)

Poniewaz (X x X)\ (X \E)x (X\E) = (X x E)U(FE x X) oraz V jest absolutnie ciggta
wzgledem p®pu, wige stad otrzymujemy, ze U, — U V-prawie wszedzie. Z jednoznacznosci
granicy punktowej wynika, ze U(z,y) = U(z,y) = u(z) — u(y) dla V-prawie wszystkich
(x,y), co konczy dowdd. ]

Ponizsza uwaga zachodzi w szczegdlnosci, gdy pu(X) < oo.

Uwaga 62. Jesli (X,d,p) jest przestrzenig metryczng z miarg i istniejg s,b € (0,00)

takie, ze dla kazdego x € X ir € [1,00)
u(B(x,r)) < br,

to dla kazdego a,p € (0,00) wielkos¢

u(xz) —uly)|? e
ot + (] OO ) o)
d(z,y)#0 ’

zadaje na WP (X, d, ) quasi-norme réwnowaing z || - |lwer x,a,-
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1.8. PRZESTRZENIE SLOBODECKIEGO, ULAMKOWE PRZESTRZENIE HAJLASZA

Dowdd. Dla kazdego u € WP(X,d, u) mamy

// ot d(z ysmp‘pd (y)du(z) < // :’:;s‘g&p” dp(y) dp(z)

d(z,y)>1 (z,y)>1

—ot [ IU(w)V’/L\B(Il)OKQZé;s+aptiu(y)6h¢(w)

1
— 9p+1 p _
=2 / lu(z)| Z/ NN o du(y) du(x)

< 2P+1/ |U ‘pzlu 1. 2k+1))2 (s+ap) du( )
k=0
s+p+1 ko b28+p+1
< b27 22 p”“”m (X)) — 1 _ || ||Lp (X,0)*
k=0

Stad juz wynika réwnowazno$¢ quasi-norm. O

W ponizszych definicjach wyjatkowo dopuszczamy, aby p nie byta niezdegenerowana,
natomiast w gtéwnych wynikach dotyczacych ponizszych przestrzeni zazwyczaj bedziemy

zaktadac niezdegenerowanie miary.

Definicja 63. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna wyposazong w miare borelow-
ska p 1 ustalmy a € (0,00). Jesli u jest funkcja mierzalng i skonczona p-prawie wszedzie,
to powiemy, ze funkcja mierzalna g jest a-gradientem Hajtasza funkcji u, jesli g > 0, ist-
nieje zbiér mierzalny A, C X taki, ze u(A,) = 0 oraz dla kazdego x,y € X \ A, zachodzi

nierownosé
ju(e) — u(y)] < [, p))* (9@) + 9(0))- (182)
Zbiér wszystkich a-gradientéw Hajtasza funkcji u oznaczamy przez D*(u).

Definicja 64. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna wyposazona w miare borelow-
ska u oraz ustalmy « € (0,00), p € (0, 00]. Definiujemy jednorodna, utamkowa przestrzen
Hajtasza-Sobolewa M®?(X, d, i1) jako klase funkeji u mierzalnych i skoficzonych p-prawie
wszedzie takich, ze zbiér D*(u) N LP(X, 1) jest niepusty. Na M®P(X,d, 1) definiujemy

quasi-péinorme wzorem

ellwrerxam = 0k Cllgllzeces. (1.8.3)
Niejednorodng, utamkows przestrzen Hajtasza definiujemy jako

MoP(X,d, ) = M*P(X,d, ;) N LP(X, )
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1. PRELIMINARIA
Z quasi-norma

||U||MavP(X,d,u) = ||U||LP(X,u) + ”uHMa»P(X,d,u)'

Lemat 65. Niech (X, d) bedzie przestrzenig metryczng wyposazong w miare borelowskq
p. Niech E;F C X bedg niepustymi zbiorami mierzalnymi takimi, ze dist(E, F) > 0.
Wowczas funkcja ¢ : X — [0, 1] dana wzorem

dist(z, )

9(z) = dist(z, E) + dist(z, F)

spetnia:

(i) ¢lg =0 oraz ¢lp = 1;

(ii) ¢ jest lipszycowsko ciggla, ze stalg Lipszyca dist(E, F)™!;
(iii) dla kazdego p € (0, 00)

1Bllyrp(x,a < dist(E, F) " (X \ E)VP.

Dowéd. Zaczniemy od pokazania (ii), gdyz (i) natychmiast wynika z definicji funkcji

¢. Niech x,y € X i zalézmy, ze ¢(x) > ¢(y). Woéwcezas z nieréwnosci ((1.1.1) 1 (1.1.2))

otrzymujemy

B dist(x, ) dist(y, E)
"~ dist(z, B) + dist(z, F)  dist(y, E) + dist(y, F)
dist(z, £) dist(y, F') — dist(y, £) dist(z, F)

(dist(x, E) + dist(x, F))(dist(y, E) + dist(y, F))
(d(x,y) + dist(y, E)) dist(y, F) — dist(y, F) dist(z, F')
(dist(z, E') + dist(z, F))(dist(y, E) + dist(y, F))
d(x,y)dist(y, F') + dist(y, F)(dist(y, F) — dist(z, F))
(dist(z, F) + dist(x, F'))(dist(y, £) + dist(y, F'))

d(z,y) dist(y, F') + dist(y, E) d(z, y)
~ (dist(z, E) + dist(z, F'))(dist(y, E) + dist(y, F))
_ d(z,y)
dist(z, £) + dist(z, F)

<

< dist(E, F) 'd(z,y).

Przejdzmy do dowodu (i44). Pokazemy, ze g := dist(E, F)"*xx\r jest 1-gradientem funkcji

¢. Jesli x,y € F, to nieréwnosé

[9(x) — d(y)| < d(x,y)(g(z) + g(v))

52
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jest trywialna. Natomiast jedliz ¢ E luby ¢ E, to g(x)+ g(y) > dist(E, F)™!, wiec z (i)

otrzymujemy, ze g € D'(u) i stad

1Sl xr10 (. < N9llzree = dist(E, F) ™ p(X \ E)YP.

1.9 Przestrzenie Hajlasza-Besova i Hajlasza-Triebla-

Lizorkina

Definicja 66. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna wyposazona w miare borelow-
ska p oraz ustalmy a € (0,00). Niech u bedzie funkcja mierzalna i skoniczona p-prawie
wszedzie. Cigg nieujemnych funkcji mierzalnych ? := {9 }rez, zdefiniowanych na X, na-
zwiemy utamkowym a-gradientem funkcji u, jedli istnieje zbiér mierzalny A, C X taki,

ze 1(A,) = 0 oraz zachodzi nieréwnosé

[u(2) = u(y)| < [z, (9:(0) + 90(v)) (1.9.1)

dla kazdego k € Z i wszystkich x,y € X \ A, spehiajacych 27571 < d(z,y) < 27*. Zbiér

%
utamkowych a-gradientéw funkeji u oznaczamy przez D*(u).

Dla ustalonego ciagu ¢ := {gk }rez funkeji mierzalnych zdefiniowanych na X, wpro-

wadzamy wielkosci

19 || 2o xst0 2y ) = H {9k () brezlleacz) Lr(X.p)

oraz

19 ez = |{lolleem},s), .

gdzie

1/q
(Z !gkl"> dla g € (0, 00),
H{gk}keZHeq(Z) = kezZ

sup | gx| dla ¢ = 0.
keZ

Definicja 67. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna wyposazona w miare bore-

lowska p oraz ustalmy a € (0,00), p,q € (0,00]. Definiujemy jednorodna przestrzen
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Hajtasza-Triebla-Lizorkina M;q(X ,d, i) jako klase funkeji u mierzalnych i skoniczonych
p-prawie wszedzie takich, ze ponizsza wielkosé

||U||M;gq(x,d,u) = ?elgf » ||7||Lp(x;zq(z),u)

De(

jest skonczona. Powyzsza wielko$¢ zadaje na M;fq(X7 d, 1) quasi-péinorme. Niejedno-
rodng przestrzeii Hajtasza—Triebla-Lizorkina definiujemy jako Mg (X, d, ) = LP(X, 1) N
My (X,d, p) z quasi-norma

ullagg,(x.ap) = Null Lo + [l i, (xam-

Definicja 68. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna wyposazona w miare bore-
lowska p oraz ustalmy a € (0,00), p,q € (0,00]. Definiujemy jednorodna przestrzen
Hajtasza—Biesowa Nl‘ij(X ,d, i) jako klase funkeji w mierzalnych i skonczonych p-prawie
takich, ze ponizsza wielkos¢

||u||N;q(X,d,u) = 761111)}5(”) ||7||£q(Z;LP(X,u))

jest skonczona. Powyzsza wielko$¢ zadaje na Ngfq(X ,d, i) quasi-pétnorme. Niejednorodna
przestrzenn Hajtasza—Biesowa definiujemy jako N7 (X,d,u) = LP(X,u) N Npofq(X, d, 1)

Z quasi-norma

HUHN,S{q(Xd,u) = HUHLP(X,u) + ||U||Ngq(x,d,u)-

Uwaga 69. Na mocy [65, twierdzenie 5.1], przestrzenie Hajlasza-Biesowa i Hajlasza-
Triebla-Lizorkina sq zawsze zupetne. Zatem jesli p € [1,00) i q € [1,00], to M7 (X, d, )
i Ngjq(X ,d, ) sq przestrzeniami Banacha. W przeciwnym wypadku sq¢ to przestrzenie
quasi-Banacha. Ponadto w pracy [78] zostalo pokazane, Ze Mgfq(R”) pokrywa sie z kla-
syczng przestrzeniq Triebla—Lizorkina zdefiniowang poprzez transformate Furiera i rozktad
Paleya-Littlewooda F' (R") dla dowolnych o € (0,1), p € (52, 00) oraz q € (1, ).

Natomiast przestrzeri Ny (R™) pokrywa si¢ z klasyczng przestrzeniq Biesowa By (R™) dla

wszystkich a € (0,1), p € (535, 00) i g € (0,00].

Stwierdzenie 70. Niech (X,d) bedzie przestrzeniq metryczng oraz niech p bedzie miarg

borelowskq. Wowczas dla dowolnych o, o,p € (0,00), q € (0,00] r € [g, 00]:
i) Npy(X,d.pr) = Ny (X, dyp);
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1.9. PRZESTRZENIE HAJrASZA-BESOVA 1 HAJEASZA-TRIEBLA-LIZORKINA

it) M2 (X, d, i) — M2(X,d, 1);
i) M;”’OO(X, d, ) = M*P(X,d, 1) z réwnymi quasi-péinormami;
) Mgp(X, d,p) = N;fp(X, d, p) z réwnymi quasi-pétnormamdi;
v) NyFo(X,d, p) — Ng (X, d,p);

vi) MSFo(X, d, p) — Mg (X, d, p);
vii) MoP(X,d, p) <= N&oo (X, d, ).

Dowdd. Ustalmy «,c,p € (0,00), ¢ € (0,00] i 1 € [q, 00]. Zaczniemy od pokazania, ze dla

dowolnego ciagu a = {ay }rez zachodzi

lallez) < llalleaz)- (1.9.2)

......

poniewaz jest bardzo prosty i elegancki.

Dla r = ¢ nier6wnos¢ jest oczywista. Poniewaz dla kazdego k € Z mamy

jar]” < > lam|,

meZ

wiec dla r = oo natychmiast zachodzi nieréwnos¢
lalleezy < llallez)- (1.9.3)

Natomiast jedli ¢ < r < 0o, to korzystajac z ((1.9.3)), otrzymujemy

1/r 1/r 1/r
lalle@ = (Z rakr) _ (Z |awq|ak\q) < (Z lalf=,, w)

keZ kEZ kEZ

1/r

1—q/r 1—q/r T

= ||all=%; (Z W) = llallg=if) llalilz < lallee).
keZ

i) Ustalmy u € Ngjq(X, d, i) i niech 7 = {9k }rez € ]I_))>"‘(u) bedzie taki, ze
17 Nlea zszo (x y) < 00
Wstawiajac a := {||gk||ze(x ) trez do (1.9.2)), otrzymujemy
lull g, (. < NG Nler@zrcm < 1G oo oxm)-
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%
Biorac infimum po wszystkich ¢ € D(u), dostajemy
||u||N§T(X,d,M) < ||U||N§q(x,d,u)-
- —
ii) Ustalmy u € M (X, d, 1) 1 niech 7 = {9k trez € D*(u) bedzie taki, ze
19 llznxienczyp < oo
Istnieje zbiér miary zero N C X taki, ze dla kazdego z € X \ N

1{9% (%) rezllea(z) < oo

Stad w szczegdlnosci wynika, ze dla x € X \ N i wszystkich k € Z wartosci gx(z) sa
skoriczone. Stosujemy wiec ((1.9.2)) dla a = {gx(z) }rez, gdzie z € X \ N i otrzymujemy

{9k (@) trezllirzy < 1{9k(@) brezlliaz)
a stad juz wynika
lull iz, (g < 1T looxer @ < 1T e
Zatem zachodzi nieréwnosé
“u"MgT(X,d,u) < HuHng(X,d,u)-
iii) Ustalmy v € M3 (X, d, p) i niech 7 = {9 }rez € D*(u) spelnia

H?HLP(X;ZOO(Z),#) < 0Q.

Definiujemy funkcje g(z) = sup g (x). Jest to nieujemna funkcja mierzalna oraz g € D*(u).
keZ

Stad
[l sger () < N9llzecem = 1T e (i@ -
e .. . . - ., L,
Jedli wezmiemy infimum po wszystkich ¢ € D*(u), to otrzymamy nieréwnosé

||U||Mam(x,d,u) < ||U||Mg,oo(x,d,ﬂ)-

Z drugiej strony dla dowolnych v € M*P(X,d,pu) i g € D¥u) definiujemy ?(a:) =
{g1(x) }rez, gdzie gi(x) = g(x) dla k € Z. Wowezas ¢ € H—)>°‘(u) oraz,

lellazg x.ap < 1T Nrcxie=@an = l9llzocesn-
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Zatem ostatecznie otrzymujemy

||U||Mgw(x,d,u) < ||u||MO‘»P(X,d,u)'

i) zachodzi, poniewaz dla dowolnego ciagu ¢ = {gi }rez funkcji mierzalnych, zdefi-

niowanych na X mamy

19 = [ X 9@l dul@) = 3 [lge(@)l” dp@) = 19 1 ooy

5 kezZ keZ i
v) Na mocy podpunktu 7), wystarczy pokazac v) dla r = oo. Niech u € NJ*7(X, d, 1)
- —
i g € D*(u). Dlaz € X i k € Z definiujemy h = {hy,}ez wzorem

27% g, (z) dla k>0,
hi(x) =
gkately(z)|  dla k < 0.

Pokazemy, ze ﬁ € ﬁo‘(u) Niech A, C X bedzie zbiorem miary zero z definicji 7
Wéwezas dla kazdego k > 0 1 wszystkich o,y € X \ A,, speiajacych 27571 < d(x,y) <
27% zachodzi nieréwnosé
u(x) — u(y)| < [d(z, )] (ge(x) + 90 (v))
< [d(x, )" 27 (gu(x) + 91 (v))
= [d(z, )] (hr(2) + hi(y) )

Natomiast dla k < 0, z,y € X \ A, takich, ze 27571 < d(x,y) < 27* mamy

Ju(@) = u(y)| < Ju(@)] + |uly)| = 27D 25D (ju(2)] + u(y)))

< [d(z, )] (he(@) + ha(w)).

Poniewaz zachodzi oszacowanie

||h||equpXu)— (/hpd,u>
keZ

a/p
-y kq”(/gidu) +2q“22’“qa(/\u\pdu)

k>0 k<0
e P Wz + Ty el

wiec stad otrzymujemy v).
vi) Dowdd jest bardzo podobny do dowodu v). Z podpunktu ii) wynika, ze wystarczy
pokazaé teze¢ dla r = oo. Niech v € M17(X,d, p). Z podpunktu ¢7i) mamy natomiast,
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ze MOto(X,d,u) = M**7P(X,d, ) z réwnymi quasi-normami. Wezmy wigc dowolny
%
g € DM (u) N LP(X, p) i zdefiniujmy h = {hy}rez wzorem

(o) 27k g(x) dla k > 0,
E\T) =
ohetaly ()] dla k < 0.

Niech A, bedzie zbiorem miary zero z definicji g. Dla dowolnego k£ > 0 i wszystkich

z,y € X \ A, takich, ze 2% < d(x,y) < 27* zachodzi nier6wnosé

[u(x) = u(y)| < [d(z, )] (9(x) + 9(v))
< [d(z, )" 27 (9(2) + 9(v))
= [d(x, )] (hi(x) + hi(y))-
7Z drugiej strony dla k < 0 i wszystkich x,y € X \ A, takich, ze 277! < d(x,y) < 27F
manmy

u(x) = uly)] < 27FFD* 280 (ju()] + u(y)]) < [z, v)]* (he(z) + hi(y)),

- =
co pokazuje, ze h € D

IIhIILpXeq 2))

k>0 k<0

1 1
gl (w) +

/(
— / (Z 2—k‘qagq(w) + Z 2kaq+aq|u(x)|q>p/q du(x)
/(

@) dute)

1— 240 1—2-4a

<21 Y Mol + 20 ()l
= 1 _ 9 9L (X ) 1 _9-a LP(X, 1)

zatem vi) zachodzi.
vii) Niech u € M*P(X d,pu) i g € D*(u) N LP(X, j1). Biorac ¢ () = {gu(x)}rez dla

gk(r) := g(7), otrzymujemy
1/p
sup ([ ) = ol
keZ X
To konczy dowdd stwierdzenia. n

Uwaga 71. W powyzszym stwierdzeniu, podpunkty v) i vi) zachodzq dla dowolnych q,r €

(0, 00]. Jednakze jesli r € (0,q|, to z podpunktow i),1i) wynikajq silniejsze zanurzenia

ato a+o a+o ato
Np,r (Xa d, ﬂ’) — Np,q (X7 d, :u) oraz Mp,'r (Xa d, M) — Mp,q (X7 d, :u)
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Rozdziat 2

Ciagle zanurzenia przestrzeni WP

W niniejszym rozdziale zajmiemy sie analiza warunkow koniecznych i dostatecznych na
zachodzenie cigglych zanurzen Sobolewa dla przestrzeni Stobodeckiego, zdefiniowanych
na przestrzeniach metrycznych z miara oraz analiza zanurzen przestrzeni Stobodeckiego

w utamkowe przestrzenie Hajtasza-Sobolewa.

2.1 Zanurzenia Sobolewa

W przypadku gdy ap < s, to globalne zanurzenie WoP(X,d, u) — LP" (X, ) wynika

7 ponizszego, gtéwnego rezultatu z pracy [35].

Twierdzenie 72. |35, twierdzenie 1] Niech (X,d) bedzie przestrzeniq metryczng wyposa-

Zong w o-skoriczong miare borelowskq . Zatéimy, Ze dla pewnych b, s € (0, 00)
1
w(B(z,r)) > Ers dlar e (0,1] iz e X.

Wéwcezas dla wszystkich a,p € (0,00), ktore spelniaje ap < s, istnieje stala C € (0, 00)
taka, Ze nieréwnosc

[l Lo (x0) < Cllullwerxau
zachodzi dla kazdego w € WP (X, d, p), gdzie p* = sp/(s — ap).

Skupimy sie wiec na zanurzeniach, gdy ap > s. W przypadku ap < s jako produkt
uboczny otrzymamy lokalna wersje powyzszego zanurzenia.
Ponizszy lemat mozna czyta¢ jako pewna wersje twierdzenia Lebesgue’a o roéznicz-

kowaniu. Poniewaz ograniczamy sie do klasy WP(X, d, 1), wiec nie musimy zakladaé
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2. CIAGLE ZANURZENIA PRZESTRZENI WP

zadnych warunkéow podwajania na (X, d, ) (tak jak na przyktad w [64, twierdzenie 3.4.3]
czy [65, twierdzenie 1.8]).

Lemat 73. Niech (X,d,p) bedzie przestrzeniq metryczng z miarg s-reqularng z dotu.
Zaldimy, e u € WoP(X,d, 1) dla pewnych o, p € (0,00). Wowczas istnieje zbidr miary
zero E C X taki, ze 1ir(r]l+ my(B(z,r)) = u(z) dla wszystkich x € X\E.

r—r

Dowadd. Zdefiniujmy nastepujacy zbior

. ex. [u(z) — u(y)l? oo lub ()] = oc
E_{ EX'/Ef(x,n\{x} d(zx,y)s+tor 4(y) tub fu(z) }

. . - Qo |u(x) — uly)l” 1
Z twierdzenia Fubiniego wynika, ze / ————"—du(y) € L' (X, ), a zatem
B )\a}  d(z,y)*For

pu(E) = 0. Stad dla wszystkich x € X\ E i r € (0, 1], nier6wnosé¢ (1.7.3]) implikuje

u@) = mu(Bla, )P <20 [ Ju(@) — u(y)l du(y)

B(z,r)
:2b7‘—5/ u(x) — u(y)? duly
ey g 1)~ 0 dp(y)
- [u(z) —uy)lP
= 2br 5/ —~ s i d x7ys+apduy
Bay)\{«} d(x,y)sTop (,9) ()

lu(x) —u(y)[?
coper [ ME=ul
B(z)\{a} d(x,y)step )

Ostatnie wyrazenie w powyzszym ciggu nieréwnosci dazy do 0 przy » — 01. Stad wynika

teza lematu. O

Stwierdzenie 74. Niech (X,d,pn) bedzie przestrzenig metryczng z miarg s-reqularng
z dotu i ustalmy o, p € (0,00). Dla wszystkich v € WoP(X,d,p), 2 € X i 0 < 1y <

ro < 1 —1r; zachodzi

mu(B(z,11)) = mu( Bz, 1)) P < (462 277P) [uff o i g o 71 (157 +757). (2.11)

Dowdd. 7 (1.7.1) dla E = B(z,r1) i ¢ = my(B(z, 1)) oraz nier6wnosci ((1.7.3]), otrzymu-
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2.1. ZANURZENIA SOBOLEWA

jemy

|WM(B(%TQ)-WM(B(%TQ)Vf§2bﬂft/ |u(z) = mu(B(z,72)[" dp(x)

B(z,r1)

<atrryt [ (@) - ()P du(y)dp()
B(z,r1) J B(z,r2)
< 46% 2 L L u(w) = u(y)|? duly)dp()
(z,r1) (z,r14r2)\{z}

s+ap
et T e
7“1 7“2 B(z,r1) J B(z,r1+r2)\{z} (Q? y)

(7“1 + T2) (Tl + Tg)ap

S

< 4p? a
[y E

(X,d,p) 7

< 4% 25FPy, ]Wap(Xd )rfs(rf‘p+r2ap).
OJ

Stwierdzenie 75. Niech (X,d, ) bedzie przestrzemig metryczng z miarg s-regularng
z dotu 1 ustalmy o, p € (0,00). Wowczas dla kazdego z € X, 0 < R < 2, i,7 € NU{0}

takich, ze i < j oraz wszystkich uw € W*P(X, d, 1) mamy

i1
ma(B(25)) —ma(B(=5) )| < Alwerian R F 260, 21

=t

gdzie A = (45+152)1/p(1 + 20tp)1/p'

Dowéd. Ustalmy [ € NU {0} i niech r; = R/2!! oraz r, = R/2'. Poniewaz ry + ry <

R+ R/2 < 1, wiec mozemy skorzystaé¢ z poprzedniego stwierdzenia. Wtedy otrzymamy

(B (g ) = (8 30))

1 Rop—s Repr—s
2 os+ap - R
< 4b* 2 [ ] WP (X ,d,) <2ap—8 2[(ap—s) +2 21(ap—s)>

Rop—s

s+172 @
= 401+ 2 ulyyer (x4 Siaps)

Ostatecznie, korzystajac z nieréwnosci trojkata, dostajemy
R R = R R
(8= 55) ) - ma(B(= )| < 2 ma(B(z 7)) = ma(B(= )|

j-1
< AlulwerxamB 7Y 25—
I=i

dla A = (4°H16?)1/P(1 4 207)1/p, O

Twierdzenie 76. Niech (X, d, 1) bedzie przestrzeniqg metryczng z miarg s-reqularng z dofu

i ustalmy o, p € (0,00). Wowczas:
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2. CIAGLE ZANURZENIA PRZESTRZENI WP

(i) jesli ap > s, to dowolne uw € W*P(X,d, ) jest réwne p-prawie wszedzie funkcji

cigglej u* i ponadto dla pewnej statej C € (0,00), zachodzi

wp @ =W _

s = it ; 2.1.3
0<d(z,y)<1/3 d(x’y)a—; ]WS (X,d,u) ( )

(i) jesli ap = s, to istniejq state Cy, Cy € (0, 00) takie, ze dla kazdego u € WP (X, d, )

spetniajgcego [u]wer x4,y > 0, zachodzi nieréunosé

]{B(%R) exp (|U($) — my(B(z, R))|> du(x) < Cy (2.1.4)

Chlulwer x4,

dla dowolnych R € (0,1/3] i z € X;

(iii) jesli ap < s, to istnieje stala C' € (0,00) taka, ze dla wszystkich u € WoP(X, d, )

1/p* ‘
(]{B(Z ® lu(z) — my(B(z, R))[” du(:c)> < CR™™7 [ulywer (x.a (2.1.5)
dla dowolnych R € (0,1/3] i z € X, gdzie p* = sp/(s — ap).

Dowdd. (i) Ustalmy z € X i R € (0,2/3]. Poniewaz ap > s, wiec skoficzona sume po
prawej stronie nieréwnosci (2.1.2)) mozemy oszacowaé przez sume szeregu zbieznego. Dla

wszystkich i, j € NU {0}, speliajacych 0 < i < j, otrzymujemy

R R - R*»
Bz )~ (B (o) )| < Abhirrixangrmy @10)

odzie A = A/(1 — 25/7=%) > 0. Stad wynika, ze {mu (B (z, ﬁ))}:o jest ciggiem
Cauchy’ego, wiec w szczegblnosci jest zbiezny. Jednakze z lematu [73] wiemy, ze istnieje
zbiér miary zero G taki, ze m, (B(z, 2%)) zbiega do u(z) dla z € X \ G.

Biorgc i = 0 w (2.1.6)) i przechodzac do granicy z j — oo dla z € X\G, dostajemy

(o) -

Zalézmy, ze z,w € X\G sa takie, ze 0 < d(z,w) < 1/3 i niech R = d(z,w). Wowczas

[B-17) implikuje

< Aluler(x.a,R 7. (2.1.7)

u(z) — u(w)] < [u(z) = mu(B(z, R))| + [u(w) — mu(B(w, R))|
+ [mu(B(z, R)) — mu(B(w, R))|
<24 [u]weor xa,d(2, w)* 5 4 |my(B(z, R)) — my(B(w, R))|.  (2.1.8)
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2.1. ZANURZENIA SOBOLEWA

Chcemy oszacowaé ostatni czton w (2.1.8). W tym celu stosujemy dwukrotnie (1.7.3])

i dostajemy

1/p
ma(B(z R)) — mu(B(w, R))| < (% R [ ) = ma Bl )P du(az))

1/p
<(wr [ )~ )Pt duto)

— p 1/p
< B(z,R) J B(w,R)\{=z} d(I,y)SJFaP ,LL( ) M( )

El

< (4b233+ap)1/p [U]WS""”(X,d#) d(z, w)o‘_ﬁ,

gdzie ostatnia nieréwno$é mamy dzieki nieréwnosci trojkata d(z,y) < d(x, z) + d(z,w) +

d(w,y) < 3R. Stad, wracajac do (2.1.8)), otrzymujemy

S

Juz) = u(w)] < Clulwps g dlz,w)*s (2.1.9)

dla dowolnych z,w € X\G takich, ze d(z,w) < 1/3, gdzie C' = 2A + (4b235+or)1/p,

Teraz pokazemy, ze funkcje u|x\¢ mozna rozszerzy¢ do funkeji u*, ktora jest ciagta na
X i spehia . Poniewaz miara kazdej kuli jest dodatnia, wiec stad wynika, ze zbior
X\G jest gesty w X. Zatem dla z € G, istnieje ciag z, € X\G zbiezny do z. Zatem

a—%
p-

[u(zn) = u(zm)| < Clulwer (x,amd(zn, 2m)

Stad wynika, ze ciag {u(z,)}>2, jest ciagiem Cauchy’ego w R. Niech u*(z) oznacza jego
granice, ktéra nie zalezy od wyboru ciggu zbieznego do z. Istotnie, jesli {z}},en, {22 bnen

sa dwoma ciagami punktéw w X \ G zbieznymi do z i zalozymy, ze
u(z}) — €, oraz u(22) — 7,
to wtedy

€=l = T Ju(=1) — u(z2)] < limsup Clulwarcxapd(zl, 2)° = 0.
n—roo n—00 T

Dla z € X \ G oznaczmy u*(z) = u(z). Ustalmy teraz z,w € X takie, ze d(z,w) < 1/3.

Mozemy znalezé ciagi z,,w, € X\G takie, ze z, — z oraz w,, — w. Wowczas
u(zp) = u'(2), ulw,) = u(w).

Poniewaz d(z,w) < 1/3, to dla odpowiednio duzych n bedzie zachodzié¢ d(z,,w,) < 1/3.
Wtedy

[u(2) = w(w)| < Ju(z) = w*(2)] + Julw,) = u* ()] + Clulwer(xam Az, wa)* 7.
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2. CIAGLE ZANURZENIA PRZESTRZENI WP

Zatem, przechodzac do granicy z n — 00, ostatecznie otrzymujemy

S

" (2) = u*(w)] < Clulwerxap d(z,w)" .

(i) Dzigki stwierdzeniu [56| mozemy zatozy¢, ze [u]yer(x 4,y = 1. Ustalmy z € X oraz

R € (0,1/3]. Z nieréwnoséci (2.1.2) otrzymujemy

R R o
p(B(e. 7))~ (B2 5:))| < 46 -
dla kazdego = € B(z, R) i wszystkich 0 < i < j, gdzie A = (45715%)1/P(1 4- 207)1/p,

Niech kg bedzie najmniejsza liczba catkowita, ktéra spetnia 250¢ > bR™*. Dla wszyst-
kich £ > ky mamy

R
‘mu<B<x, M)) —mu<B(a:,R)>’ < A(k — ko). (2.1.10)
Ponadto z definicji ky wynika, ze zachodzi
b < 2k RS < 2%, (2.1.11)

Teraz dla k € Z definiujemy nastepujace zbiory

u(z) — u(y)lP . }
Pemqrets v rer @ < 2% 5.
k { B(z,1)\{z} d(:{:, y)S-i-ap N(y)

Poniewaz [u]yor(xq,) = 1, wigc

|u u(y) P k
1_/ / duly) du(z) < / 285
B(z,1)\{z} I y)5+ap ,U Z Ex\Ey_1 M )

kEZ
k€7 keZ k\Ek 1
|“ u(y)l
kez Ex\Er_1 J B(z,1)\{z} 3; y)3+ap ( ) ( )

Zatem zachodzg nieréwnodci

1< 2P (B \Eyy) < 2°. (2.1.12)
keZ

Teraz dla dowolnego x € Ey, k > kg, stosujac nieréwnosé , otrzymujemy

R (h—ko) 1/p
(o) = ma (B ) )| < (o2 [ |u<x>—u<y>|pdu<y>)

1/p
< 2b Q(k_kO)SR_S MRZS 2 k? k‘() d
B ( B(x,R/2k—F%0)\{x} d(x y)erap M(y)

< (202 k—ho)s ps gks) /b — (9p ghos R)U/P < (25H1p2)1/p, (2.1.13)
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2.1. ZANURZENIA SOBOLEWA

Ponadto dla dowolnego w € B(z, R) mamy

1/p
B )~ (B B < (207 [ [uto) = B ) dut)

B(z,R)

< <4b2 R™% /B . /B . u(@) — u(y)[” du(y) du(x)>1/p

<coyn (] O g )

0<d(z,y)<1

— (402 9%)VP, (2.1.14)

Zatem dla x € EyNB(z, R), k > ko polaczenie nieréwnosci (2.1.10)), (2.1.13)) oraz (2.1.14])

prowadzi do
() = (B, R))| < [u(w) = (B, 5575 ) )| + Il B, ) = ma (B, B)
+ ’mu(B (x, 2:1))) —my(B(, R))’
< (25T 4 (4P 95)VP - A(k — ko) = A(k — ko) + D, (2.1.15)

gdzie D = (25710?)V/P + (402 9%)Y/P. Mozemy wreszcie oszacowaé lewa strone nieréwnosci
2.1.4). Niech C; = A/C, gdzie exp(C) = 2° oraz niech C' = exp (éD/A) iCy = C(1+2%).
Wéwezas, korzystajac z (2.1.11)), (2.1.12)) oraz (2.1.15)), otrzymujemy

1
/B(z,R) P <C1

u(x)—my,(B(z, R))D du(z) < / o exp <iD) du(z)

+Z/

k=ko+1 ZRﬁ(Ek\Ek 1

e <i(A(k ~ ko) + D)) du(z)

< Cu(B(z, R) N Ey,) + C 275 37 2% u( B\ By 1)

kEZ

Lre < 0y u(B(= R)).

< Cu(B(z,R)) + C2° ;

(4ii) Dowdd jest bardzo podobny do (ii). Zaktadamy, ze [ulyer x4,y = 1, ustalamy
z€ XiRe(0,1/3] oraz dla k € Z rozwazamy zbiory

jula) = u(y)l? k }
o Q:GX:/ — o du(y) <27 ).
k { Bz, )\{z} d(z,y)stor ()

Z zatozenia [u]yer(x 4,y = 1 wynika, Ze zachodzi . Nierownosé 2)) implikuje

i(5—)
(B (e 35)) =B R))\ <
2 2t 2p ¢ —1
dla kazdego = € B(z, R) i wszystkich 0 < i < j, gdzie A = (45715%)1/P(1 4 207)1/p,
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2. CIAGLE ZANURZENIA PRZESTRZENI WP

Niech k¢ bedzie najmniejsza liczba catkowita spetniajaca 2¥0° > bR~*. Dla wszystkich
xr € B(z,R) ik € Z takich, ze k > kg, zachodzi

‘mu (B(x, 2:1)) — ma(B(z, R))‘ < AR5 9t ghola=5) (2.1.16)

gdzie A= (4°16%)!/7(1 + 2&?)1/1’/(2%—& —1).

Dla kazdego = € E) z nieréwnoSci 3) wynika

R 1/p
. (k—ko)s p—s .
u(z) mu(B(x,Wo))\s(m g f u<y>|pdu<y>)

ST« l/p
< [ 2p2k—ko)s p—s WW’(_}{ 2—(k—k0)> i pdu(y)
- B(z.R/2*Fo)\{z} d(z,y)*ToP
S (2b 27(k7k0)apRap 2ks)1/p — (2b>1/p 2"7(%_0‘) (2k0(ap—s)2kosRap>1/p
<2s+162)1/p Ra** 2 **a) 2’?0(04**) (2117)

Ponadto dla kazdego w € B(z, R) mamy

» 1/p
my(B(z. B)) — mo(B(w.R))| < (%R—s [ o) = B ) du(w))

1/p
< (4b2 Rt~ ) ) du<x>)

< (4b* 35TeP) 1/p po—s ( // |u u(y) P d(y) dﬂ@)) 1/p

[L‘ y s+ap
0<d(z,y)<1

< (402 9°) /PR (2.1.18)

Korzystajac z nieréwnoéci (2.1.16)), (2.1.17) oraz (2.1.18)) dla = € E, N B(z, R), k > ko,

otrzymujemy

uw) = ma(Be, B)| < () = (B2, 5 ) )| + Ima(Bw, R) = mu(Bz, B)
(2o 7)) = (21 )
a-2ok(3-a) gho(a—%) <(25+1b2)1/p i (4b2 95)1/p T (§s+1b2_)11p>

—C oa—2 2]4,‘(*—06) Qko(a—f)

Y
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2.1. ZANURZENIA SOBOLEWA

gdzie C' = (2°7102)/7 + A + (46 9°)V/7. Ostatecznie dostajemy

/B(z . lu(z) — my(B(z, R)) [P du(z) < > CP" R )P gks 9=kos (1)

k=ko+1

+/ C" RO™0P dy(x)
B(2,R)NEx,

/B(z,R)ﬂ(Ek\Ekl)

< Cp* R(a_ﬁ)p* 27kos Z QRSM(Ek\Ek_l)

kEZ
+CP RO (B (2, R) N By, )

< CP(2° + )R ¥ 1(B(z, R)),

gdzie p* = sp/(s — ap). O
Wykorzystujac cata quasi-norme przestrzeni WP (X, d, 1), mozemy wzmocnié teze

twierdzenia [76] ().

Twierdzenie 77. Niech (X, d, 1) bedzie przestrzeniqg metryczng z miarg s-reqularng z dofu
i niech a,p € (0,00) spelniajg ap > s. Wowczas istnieje C e (0,00) takie, Ze dla kazdego
ue WoP(X,d, )

[l oo xS C lullwerx.ams
gdzie u* jest cigglym reprezentantem wu.

Dowadd. 7 twierdzenia i) wiemy, ze u jest réwne prawie wszedzie funkcji ciaglej u*,

ktora spetnia
0 (2) — " ()] < C [ulwer g diz w)* (2.1.19)
dla z,w € X takich, ze d(z,w) < 1/3.

Ustalmy z € X. Mozemy znalezé w € B(z,1/3) takie, ze

1/p
* 1 % s
el < (. o P ) < 85 i

(B(z,1/3))
Korzystajac z (2.1.19)), otrzymujemy

[u* (2)] < |u'(2) = w(w)| + [ (w)] < C [ulwerix,ap dlz,w)™ 7 + 07735 [Jul| ox

< C'MJullwerx.dp)

gdzie €' = max{C 3»~*,b'/73»}. Stad wynika

lulox.a < C lullwerx.au-
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2. CIAGLE ZANURZENIA PRZESTRZENI WP

Pozostato nam pokazaé, ze (2.1.19) zachodzi réwniez, gdy d(z,w) > 1/3. Wynika to

z ponizszego rachunku

u'(2) = ()] < 2" llogxa
=23 F o 37

<2375 ullwer(xapu d(z,w)* 7.
Stad teza zachodzi dla C = 2 - 3°7» max{C'3»~*,b'/73»} = 2max{C, b'/? 3}. O

Podobnie jak w twierdzeniu [77] chcieliby$my przy uzyciu calej quasi-normy przestrzeni
Wor(X, d, ) wzmoceni¢ podpunkty (i), (iii) twierdzenia [76] tzn. pokazaé ze teza jest
prawdziwa dla wszystkich promieni z przedziatu (0, 1]. Udato sie to zrobi¢ przy dodatko-

wym zalozeniu na przestrzen metryczna z miara. Dla R, A € (0, 00) wprowadzamy funkcje

Kgr(\) = sup pu(B(xz, R+ \)).

zeX

Uwaga 78. Jesli (X)) < oo, to dla kazdego R, \ € (0,00) Kr(\) < pu(X) < oo.

Stwierdzenie 79. Niech (X,d,pn) bedzie przestrzenig metryczng z miarg s-reqularng
z dotu. Zalézmy, ze dla pewnych R € (0,00) i A € (0,2] zachodzi Kr(\) < oo. Wow-
czas dla kazdego z € X istnieje podzbior A C B(z, R) taki, ze

B(z,R) C | Bla,\) oraz #A <b2°Kg(\)/N°.

a€A

Dowdéd. Niech A bedzie maksymalnym A-rozdzielonym zbiorem w B(z, R). Poniewaz
(X, d) jest osrodkowa, wiec ze stwierdzenia wynika, ze A jest zbiorem co najwyzej

przeliczalnym. Woéwczas

B(z,R) € | B(a,))

acA
oraz
Kr(A\) > u(B(z, R+ \) < U Bla,\) ) > u( U B(a,/\/2)>
acA acA
= > u(B(a,\/2)) > 1 (\/2)#A
acA
Stad otrzymujemy druga czesé tezy. O

Twierdzenie 80. Niech (X,d,u) bedzie przestrzeniq metryczng z miarg s-reqularng
z dotu. Ustalmy a,p € (0,00) spelniajgce ap > s. Zaldimy, ze Ki1(\) < oo dla pew-

nej A € (0,00). Wowczas:
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2.1. ZANURZENIA SOBOLEWA

(i) jesli ap = s, to istniejg stale C1,Cy € (0,00) takie, zZe dla kazdego niezerowego

uwe WP(X,d, ) zachodzi

]g(z,m P (lu@ — (B, RM) dp(z) < Co (2.1.20)

G ||U||W:’p(x,d,u)

dla dowolnych z € X i R € (0,1];

(ii) jesli ap < s, to istnieje stata C € (0,00) taka, ze dla kazdego u € WoP(X,d, 1)

zachodzi nieréwnosc

1/p
<][B(z R) |U(SL’) o mU(B(ZJ R>>|p d/l(.fl})) < CR“» HuHW:"p(X,d,/L) (2121)
dla dowolnych z € X i R € (0,1], gdzie p* = sp/(s — ap).

Dowdd. Majac na uwadze twierdzenie , bez utraty ogdélnoéci mozemy zatozy¢, Zeﬂ R e
(1/3,1] oraz A € (0,1/3]. Ze stwierdzenia [79] istnieje zbiér A C B := B(z, R) taki, ze
B(z,R) C |J B(a,\) oraz #A <b2°Ki(\)/)\°. (2.1.22)
acA
(7) Niech Cy,C5y beda stalymi z twierdzenia (74). Stosujac nieréwnosé trojkata,

otrzymujemy

/ exp <|C?f1(| z) - Zu)(iﬂ)) du(z) < ZA/B(a,A exp (g(\ z) = Zr:“fi)’)) du(z)  (2.1.23)

< Z/(M eXp< u(x) — mu(B(a, A )\) exp (!mu(B(a A) = u(B))!> dulz).

acA C WP(X,d,pw) Cy WP (X, d,pm)

Ostatni wyraz jesteSmy w stanie skontrolowaé, poniewaz
1/p
B, )~ (Bl < (3R / (o) = u()” (o)
B(a,\) /B(z,R)
1/p
< (wxerow [ [ )P i)

1/p
< <4b2x5352p (u(B(z, R)) + u(B(a, A))) |IUII’£p(x,M>

< Dllul| 2o (x 10 (2.1.24)

w twierdzeniu (ii) zakladamy, ze [ulyer x g, > 0. JeSli [ulyer x g, =01 [lullze(x,u) > 0, to
w przypadku (i) dla R € (0,1/3] przy pomocy tatwo mozna pokazaé, ze dla wszystkich z € X
u jest réwne m, (B(z, R)) p-prawie wszedzie na B(z, R). Wiec zachodzi w tym przypadku dla
dowolnego C € (0, 00).
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2. CIAGLE ZANURZENIA PRZESTRZENI WP

gdzie D = (B*A7°3°2PT3 K (\))Y/P. Ostatecznie, stosujac (2.1.22), (2.1.23)), (2.1.24) oraz

twierdzenie [76| (i), otrzymujemy

fyoo (B0 o) < - Contta e 5 )

Cl||u||wf"’(x,d,u) acA

< b3°Chexp ( ) > Ki(A (2, R))

acA
— 13 Cy exp (Q)KIW#AM(B(Z, R))

< Cyu(B(2, R)),

—~ D
adzie Gy = b3°Ch exp (C)Kl()\)#A.
1
(71) Z nieréwnosci tréjkata, twierdzenia (76| (izi), (2.1.22) oraz (2.1.24)) dostajemy

/|u B du(zx) < 3 2 / lu(z) — ma(B(a, \) |

()

acA B(a,\)

+ 52 [ ma(Bla,\) = ma(B(z, R du(w)
acA B(a,\)

< Z 2P CP A u ] WP (X, d, )N(B(aa A)
acA

+ 3 2 DY |l iy 1(Bla, A))
acA
b2 K2(\)

< )\i <2p C7 A~ *luly (”’(Xd,u)—i_2p D HUHLPXM>
b2 K2(\) LR

S )\;<2p Cp )\ + 2}7 Dp ) b H’LLHWa p(Xd,u,)

< C" R u(B(z, R)) |ullfyen x a0

1/p*
gdzie C' = (bQSK%()\) (2”*0”*}\_3 +2or Dp*>/)\s> . O

2.2 Oszacowanie normy funkcji wycinajacej

Zajmiemy sie teraz analiza warunkéw koniecznych na zachodzenie zanurzen Sobolewa.
Kluczowa role odegra ponizszy lemat, udowodniony w pracy [108] w przypadku eukli-
desowym oraz w pracy [51] w przypadku przestrzeni Stobodeckiego, zdefiniowanych po-

przez calkowanie na pelmym produkcieﬂ Dla z € X i dwoch promieni spetniajacych

5Na mocy uwagi wyniki zaprezentowane w podrozdzialach 2.2-2.3 sg ogdlniejsze od wynikéw po-
chodzacych z artykutu [51].
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0 <r < R <1, wprowadzamy nastepujacg funkcje wycinajaca

1 dla z € B(z,r),

P, p(z) = R_Piig’z) dla x € B(z, R)\B(z,r),

0 dla z € X\B(z, R).

Lemat 81. Niech (X, d,pn) bedzie przestrzenig metryczng z miarg s-reqularng z gory
i niech b € (0,00) bedzie stalg z nieréwnosci . Dla kazdego o € (0,1), p € (0,00)
istnieje stata Cy = Cy(a, s,p,b) € (0,00) taka, ze dla wszystkich0 <r < R<1lize X

mamy

B(z, R ,
Wi < Cy MBER)

@, - (R—r)®

(2.2.1)

Dowdd. Poniewaz @, r < Xp(:,r) oraz R <1, stad

u(B(z,R))*

o <
I2rrllrecm < =7 —5q

W takim razie wystarczy oszacowaé¢ quasi-poétnorme Stobodeckiego. 7 s-regularnosci
z géry miary p wynika, ze zbiér {(x,z) : * € X} ma miare produktowa réwna zero,
wiec nie musimy go uwzgledniaé przy szacowaniu quasi-potnormy. Skoro @,z = 0 na

X \ B(z, R), to korzystajac z Twierdzenia Fubiniego otrzymujemy

[CDTR] WP (X, dp) — // |(I>TR ZE;S"'O‘P( )’ d (y)d,u(x)

0<d(z,y)<1

B / /X\B (2.R) @TR 2 e X8 () du(y)dp(x)

J} y s+ap

+/ / B(z,R) |(I)TR d(x y)8+o¢p( )|pXB(x,1)(y) du(y)dp(z)

‘(DTR )’p
N @ du(y)d
L(ZR /X\B z,R) s+apXB( 71)(y) M(y) M(l‘)

v '@“kame@wm

B(zR) d(z, y)s+ap

/ B(z.R) /B(ZR @TR d(x y)mp( )|pXB<x,1>(y) du(y)dp(z)

_2/ e /X\BZR [ (@)l T ey () du(y)dp(z)

.I‘ y s+ap

/ B(z,R) /B(zR |¢TR d(z y>s+ap< )’pXB(xg)(y) dp(y)dp(z)

= H1 +H2
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2. CIAGLE ZANURZENIA PRZESTRZENI WP

Dla kazdego x € B(z, R) mamy X\B(z, R) C X\B(z, R — d(z, 2)), zatem

1

- d .
/X\B(z,R) d(x,y)ster 1(y)

1
() du(y) < / S
xan(y) duly) < B(z,1)\B(x,R—d(z,2)) d(z,1)5ToP

Ustalmy € € [0, R). Jesli R — £ < 1, to istnieje liczba naturalna kg > 1, ktéra speknia
27k < R — ¢ < 27ht

Wéwezas s-regularnosé z gory implikuje

1 1
/B(:c,l)\B(x,R&) d(:E’ y)erap M(y) = JBe1)\B(z2—H0) d(l’, y)erap lu(y)
1
B ————d
Z /B(x2 k+1)\ B(z,2-F) d(m y)S-‘rap ﬂ<y)
ko 2= ks .
<2bz2k‘s+o¢p QbZQ P
25D 23+apb 1
STl s (2.2.2)
1 =27 1— 22 (R —&)or

Natomiast jesli R — & = 1, to powyzsza nieréwno$¢ réwniez zachodzi, gdyz B(x, 1) \
B(z,R — &) = 0, wiec lewa strona jest réwna zero, a prawa jest dodatnia. Korzystajac
z powyzszego oszacowania dla & = d(x, z) i monotonicznosci odwzorowan t — (R —t)~ P,

t— (R—t)P=*? dlat € (0, R), otrzymujemy

23+ap+1b ’(I)rR( )|p
H<> / d
VST o (R = d(x, 2y MO
28+ap+1b 1
- d
1 — 2o /B( » (B = d(z, 2)y 1)

25+ap+1 _ P 1
n i b / R—d(z,z) ()
1 — 279 JB(,R)\B(zr) R—r (R—d(z,z))»

< 257oP Y (B(z,7)) 25Tty u(B(z, R)\B(z,7))
ST 9w (R—r)w  1_2-a0  (R—r)w
25TaPtlh 1(B(z, R))
1—2"2 (R—r)p’

Teraz zajmiemy sie catka H. Rozbijamy ja, w nastepujacy sposéb

|, r(7) — @, r(y)|
2 = /B(zR / B(z,R—r)NB(z,R) d(x,y)stor dp(y)dp(x)

/ B(z,R) A(zR\BzR ) |(I)TR;(3); y)erap(y)’ XB xl)( )d,u( )d,u(-r)

— H2’1 + HQ’Q.
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2.3. WARUNKI KONIECZNE DLA MIAR s-REGULARNYCH Z GORY

W celu oszacowania catki Hj; bedziemy musieli odpowiednio skontrolowa¢ wielkos¢
/ ( | 1/d(z,y)* ™ P du(y). W tym celu rozwazamy dwa przypadki.

z,R—r
Jesli s + ap — p < 0, to natychmiast z monotonicznosci i goérnej s-regularno$ci mamy

1

o < b(R —r)Pop,
~/B(CC,R—T) d(m)y)s-ﬁ-ap—p :u(y) ( )

Natomiast jesli s + ap — p > 0, to z s-regularnosci z géry miary p dostajemy

1
——d
/B(xR ) d(x,y)ster—p Hy)

<Z/

—a b .
< postor—p Z ( (R — ))P P_ T (R —r)Pe?,

27(k+1) R— *S*QPJFPd
B(z,2=*(R—7))\B(z,2=(k+1)(R— T))( ( T)) 'u(y)

Poniewaz ®, p jest funkcja lipszycowska ze stala 1/(R — r), wigc otrzymujemy

1 1
Hy, < / / du(y)d
21 = B(z,R) JB(z,R—r)nB(z,R) (R — )P d(z,y)stor—p n(y)dp()

< max{ b b} p(B(z R))

r—ap—s — 95" ([ (R —r)or

Z drugiej strony nieréwnos¢ (2.2.2)) dla & = r implikuje

J e ) < o (R )
S Nelo — —Tr .
Bea\Ble.R—r) d(z,y)7ror T =T Tgma

Stad dostajemy

1
< —d d
- /B(Z,R) /B(:c,l)\B(x,R—r) d(x,y)ster Hy)dn ()

2°79Ph p(B(z, R))
=190 (R—r)or’

co konczy dowdd lematu. O

2.3 Warunki konieczne dla miar s-regularnych z géry

Twierdzenie 82. Niech (X, d, pu) bedzie przestrzeniqg metryczng z miarg s-reqularng z gory
i niech a € (0,1), p € (0,00), ¢ € (p,0) bedg ustalone. Zalézmy, Ze istnieje stala
C € (0,00) taka, ze dla wszystkich w € W*P(X,d, i) zachodzi

[ullLacxmy < Cllullwerxa- (2.3.1)
Wowczas v jest %—r@gularna z dotu.

73



2. CIAGLE ZANURZENIA PRZESTRZENI WP

Ponizszy dowdd opiera si¢ na metodach pochodzacych z prac 75} 4].
Dowdd. Ustalmy z € X, r € (0,1] i dla j € N zdefiniujmy
rp= Q277 27

Ponadto dla j € N wprowadzamy oznaczenie B; = B(z,7;) i uj = @ . Laczac osza-

cowania oraz ([2.3.1)), otrzymujemy

1T

1(Bj)

=

lwsl| Lagx,p < CLC 9o(j+2)

Z drugiej strony poniewaz u; > x Bjy1» O mamy

Q|

wjllax,ny > p(Bjg1)e.

Stad otrzymujemy nieréwnosé

Korzystajac z lematu [3| dla
_ 40 C

a; = IU(BJ')’ p o

, T=2% a=pu(B(z,7/2)) oraz b = u(B(z,1)),

otrzymujemy
-2 404;00%705 2%

> 1.
roP -

u(B(= )

Stad dostajemy

~ apq

u(B(z,1)) > p(B(z,3r)) > Cra-s,

gdzie

Prg

é - (4a0102%)ﬁ.

W ponizszym twierdzeniu wielko$¢ [u]co.o(x q) rozumiemy jako sup |u(x) — u(y)|.
z,yeX

Twierdzenie 83. Niech (X, d, ) bedzie lokalnie jednostajnie doskonalg przestrzenig me-
tryczng z miarg s-reqularng z gory. Ustalmy o € (0,1), p € (0,00) i B € [0,00). Zaldzmy,
ze istnieje stata C € (0,00) taka, Ze

[ulcos(x,a) < C llullwerx.apu (2.3.2)

dla wszystkich u € WP (X, d, u). Wowczas p jest p(a — [5)-reqularna z dotu.
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Dowdd. 7 zatozenia (12.3.2)) i lematu [81) wynika

o = ’ B
LI rwexsy A, y)? = (R— R)e

dla 0 < R < R < 1. Ustalmy 7 € (0,1] i wezmy X € (0, 1), ktéra spelnia warunek lokalnej
jednostajnej doskonatosci. Niech y € B(z,7)\B(z, \r), © = z i potézmy R = \*r, R = \r.

Wéwezas mamy

w(B(z, Ar ,
L= ’(I)R,R(ZU) - (I)R,R(y)’ <G C (g\ _( )\2)a>r)a P

i stad
w(B(z,1)) > p(B(z, Ar)) > Cro@?),

L (=2
C_</\ﬂ01(]>'

gdzie

]

Twierdzenie 84. Niech (X, d, i) bedzie lokalnie jednostajnie doskonalq przestrzenig me-
tryczng z miarg s-reqularng z gory. Ustalmy o € (0,1), p € (0,00) i v € (0,00). Przypu-
§émy, ze istniejg stale Cy, Cy € (0, 00) takie, ze dla kazdego niezerowego u € WP (X, d, 1)

oraz wszystkich z € X ir € (0,1], mamy nieréwnosé

inf exp CQM
ceR JB(z,r) ||’LL‘

Wowczas 1 jest ap-regularna z dotu.

) du < Csu(B(z,r)). (2.3.3)

WP (X d,p)

Dowdéd. Bez utraty ogdlnosci mozemy zalozyé, ze (X, d) jest A-lokalnie jednostajnie do-
skonata dla A € (0,1/5). Na mocy lematu , wystarczy pokazaé¢ nieréwnosé (1.2.2)) dla

z € X i promieni r € (0, 1] spelniajacych nieréwnos¢

3
r < F@(T) (2.3.4)

Ustalmy wigc z € X ir € (0,1] takie, ze (2.3.4)) zachodzi i oznaczmy B = B(z,r). Niech
ri = (2797 +27Y¢,(r), B = B(z,r;) oraz u; = ®

(2.2.1) z (2.3.4), otrzymujemy

ris1r e WOWcezas, laczac oszacowanie

RE 2a(j+2) 1
WP (X, d,) SCl@ o n(Bj)7, (2.3.5)

5]
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2. CIAGLE ZANURZENIA PRZESTRZENI WP

gdzie C1 jest stalg z (2.2.1]). Dla kazdego ¢ € R, na mocy lematu [52] i), nier6wnos¢
lu; —c| > (2.3.6)

zachodzi na pewnym podzbiorze kuli B, ktéry ma miare co najmniej p(B;41). Nastepnie

z (2.3.5), (2.3.6) oraz (2.3.3) wnioskujemy, ze

B l/\2a o v
mBin) e, 22 " | <, (2.3.7)
() Cr 3 2200 (B )}

Bez utraty ogoélnosci, mozemy zatozy¢ ze C3 > 1. Wowezas nierownosé (2.3.7) mozemy

przeksztalci¢ do

20, 1222;r2a'a(:(3j))§ = <log (¢ jéi)))v' (2:3.8)

WeZzmy dowolne ¢ > p/~. Z elementarnej nieréwnosci logy < qy%, ktora zachodzi dla

wszystkich y, ¢ > 0, otrzymujemy

w(B) \Y _ if. wB) \*
<log<C3M(Bj+1)>> =1 <C3M(Bj+1)> ' (239)

Potaczenie (2.3.8)) z (2.3.9) prowadzi do

L 1 1
20,097 12% ¢7 u(B)a . 1
gesee 2u(B,)r.

Q‘,_.

(Bjs1)7 <

Stosujac teraz lemat [53] dla

20,05 120 (B
N CQ)\20‘T‘O‘

a; = n(B,). p L7 =2° a=p(B(z,\°r/6)) oraz b= u(B(z,r)),
otrzymujemy

1—2

1 < pu(By) ""(

L 1
2OCI 12 G WY ) (2OCT 12T
CQ)\zaT'a B 02)\2047,04

i stad

p
C )\204 o
w(B(z,r)) > To‘p( i - ) =l
2C1C9 122 g~
Powyzsza nier6wnosé otrzymalismy dla wszystkich z € X i r € (0, 1] spelniajacych r <

3
Fqﬁz(r). Z lematu |52| wynika, ze dla wszystkich z € X i wszystkich » € (0,1] musi

zachodzié

3o P
N(B(z,r))Zr“p( c2) )

— 2?7%17
20, 6o g

co konczy dowdd twierdzenia. O]
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Twierdzenie 85. Niech (X, d, i) bedzie lokalnie jednostajnie doskonalq przestrzenig me-
tryczng z miarg s-reqularng z gory. Ustalmy o € (0,1), 5 € R, p € (0,00) i q € (p,00).
Zalozmy, ze istnieje stala Cy € (0,00) taka, Ze dla wszystkich u € WOP(X, d, ), z € X
ir € (0,1] zachodzi

1/q
. 1
inf (M /B IU(x)—c\qdu(:c)> < Cor? |ullwer (x.a,0- (2.3.10)

ceR

Wowczas p jest p(a — 5)-reqularna z dotu.

Dowdéd. Dowdd jest bardzo podobny do dowodu twierdzenia [84] Mozemy zalozy¢, ze \ €

(0,1/5) i pokazemy nieréwnos¢ (1.2.2)) dla z € X, r € (0, 1] spetniajacych (2.3.4). Ustalmy
wiec z € X ir € (0,1] spehiajace (2.3.4)) i oznaczmy B = B(z,r), r; = (277714271 ¢,(r),

Bj = B(z,r;) oraz u; = &, ,.. Wowczas z lematu

3o 2a(j+2)
WP (X,d,p) < Cl@

w(B;), (2.3.11)

| -

gdzie C jest stala z (2.2.1)). Z lematu [52] i), dla kazdego ¢ € R nieréwnosé
lu; —c| >1/2

zachodzi na pewnym podzbiorze B o mierze réwnej co najmniej p1(Bj41). Laczac powyzsza

nieré6wnos¢ z ([2.3.10) oraz (2.3.11]), otrzymujemy

L 20004120 4
p(Bj1)e < i\firﬁ p(B)a 2% pu(B;)r.

B =

Korzystajac z lematu [53] dla
20, Cy 129 4
=7

0= n(By), p= " (B, 7 =2% a=p(B(z,\’r/6)) oraz b= u(B(z,r)),
otrzymujemy
p (2C7C412 o P _apq
1< ,u,(Bl)l q ( 1)\2a ) p(B )M(B)q 2a—p

i stad wynika, ze

A\ e pamp)
B > | ———— | 2parP?”

dla z € X, r € (0,1] speliajacych (2.3.4). Ostatecznie z lematu wynika, ze dla

dowolnych z € X ir € (0, 1] zachodzi nieréwnosé

\da—Boa—p L
B > ——mMM — P—q p(oa—ﬁ)‘
w(B(zr)) 2 <2010412a "
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2.4 Uwagi o optymalnosci zanurzen

Ponizszy wniosek pokazuje, ze dla miar s-regularnych z gory wyktadnik p* = % W Cig-

glych zanurzeniach Sobolewa jest optymalny.

Whniosek 86. Niech (X, d, ) bedzie przestrzeniq metryczng z miarg s-reqularng z gory

i niech a € (0,1), p € (0,00), q € (p,0) spelniajg ap < s. Jesli ¢ > p* = =L to

s—ap’
WX, d, i) o LY(X, ).
Ponadto jesli zachodzi ciggle zanurzenie
WP (X, d,p) = L7 (X, p),
to p jest s-reqularna.
Dowdd. Druga czes¢ wynika z twierdzenia 82| dla ¢ = p*, gdyz
x asp?.

app*  —ap asp B
- = =s.

pr=p E-p s—(s—ap)

Przypusémy, ze WP(X, d, p) — L(X, p) dla ¢ > p*. Z twierdzenia 82 wynika, ze mozemy

znalezé takie A > 0, ze

Ar® < u(B(z,r)) < br® dlar € (0,1],

gdzie § = %. Poniewaz funkcja g — % jest malejaca na (p, 00), wiec § < s. Z powyzsze]

nieréwnosci wynika, ze dla r € (0,1] zachodzi A/b < r*%. Przechodzac z r — 07,

otrzymujemy, ze A/b < 0, co jest sprzecznoscia. O]
Analogiczny wniosek zachodzi dla zanurzen w przestrzen funkcji holderowsko ciggtych.

Whniosek 87. Niech (X,d, ) bedzie lokalnie jednostajnie doskonalq przestrzemig me-
tryczng z miarg s-reqularng z gory. Niech o € (0,1), p € (0,00) @ B € [0,00). Jesli

f>a—s/p, to
WeP(X, d, p) # C*P(X, d).
Ponadto jesli zachodzi ciggle zanurzenie
Wer(X, d, i) — C™*/P(X, d),
to p jest s-reqularna.
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Dowdd. Druga czesé wynika natychmiast z twierdzenia [83] poniewaz

pla—(a—s/p)) =s.

Natomiast pierwsza czes¢ jest analogiczna do poprzedniego wniosku i wynika z twierdze-

nia [83| oraz z tego, ze dla 3 > a — s/p mamy p(a — ) < s. ]

2.5 Zanurzenia w M“?(X d, u)

Twierdzenie 88. Ustalmy 0,s € (0,00) ¢ niech (X,d, u) bedzie przestrzeniq metryczng
z miarg O-reqularng dotu. Zaldimy, ze o, p € (0,00) spelniaje ap > 0 — s. Wowczas dla

f=a+ (s—0)/p zachodzi ciggle zanurzenie
WX, d i) = MPP(X, d, ).

Podobny rezultat do powyzszego, przy dodatkowych zalozeniach zostat pokazany

w pracy [21].

Dowdd. Niech v € WP(X,d, i) i definiujemy nastepujacy zbiér miary zero

e x. [u(z) — uly)” — oo Tub lu(a)] = oo
G_{ EX'/B(acJ)\{x} d(z,y)stor 4(y) tub fu(z)| }

Ustalmy z,w € X\G takie, ze 0 < d(z,w) < 1/21iniech r = d(z,w). Korzystajac z (1.7.3)),

otrzymujemy

(2) = ()] < [u2) — (B + (B ) — )
< (0 [ W)
o O AR
e[ e P a)
oy b P ) |

— p 1/p
< (2b 1/p,.—0/p / "LL(Z) U(y)| s—i—apd
< (201 Bz d(z,y) uly)

w0 — ul)|? oy 1/p
+ ( /B(w,%)\{w} | é(lzjy)sg' (2r)? dﬂ(y)) ]

< Cd(z,w)/rts/pte (g(z) + g(w)>7
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2. CIAGLE ZANURZENIA PRZESTRZENI WP
gdzie C = (2b)1/P(1 4 2%/P+2) oraz

_ fu(x) —ut) N
o) = </B(m,1>\{w} d(z,y)=tor du(y)) =P

Natomiast jesli d(z,w) > =, to

[u(z) = u(w)| < Ju(z)] + [u(w)] < 2%d(z,w)"(|u(z)| + [u(w)]).

Stad funkcja h(x) := max{Cg(z),2°|u(z)|} jest B-gradientem Hajtasza funkcji u. Zatem
zachodzi ciaglte zanurzenie WP (X, d, pu) — MPP(X, d, ). O

Przyktad 89. Ustalmy p € [1,00), € (0,1) i niech (X,d,u) = (2, ],1,LQ), gdzie Q
jest ograniczonym, otwartym i sp6jnym podzbiorem R™ o gtadkim brzegu, wyposazonym
w metryke euklidesowa i miar¢ Lebesgue’a. Wowcezas M*P(Q2) € WoP(Q) dla s > n +

(1 —a)p.

Niniejszy przyktad pokazuje, ze w twierdzeniu [88| inkluzja w druga strone na ogdét nie
zachodzi. Dla o = [ mamy natychmiast, ze § = s, wiec warunek ap > 6 — s zawsze
jest spelniony. Natomiast z zalozenia o gladko$ci obszaru wynika, ze €2 jest n-regularna

z dotu. Poniewaz s > n, wiec {2 jest réwniez s-regularna z dotu.

Dowdd. Dla dowolnego u € WP(Q) zachodzi

Ju(z) = uly)]” [u(z) = uly)]”
// y‘sm dydx> // y!”ﬂ” dydz.
i<

le—y|<1
Z rezultatéw Brezisa [25] wynika, ze WP(Q) sktada sie tylko z funkcji statych, zatem
dim W&P(Q) = 1. Z drugiej strony M*P(Q) jest przestrzenia nieskonczenie wymiarowa,

poniewaz zawiera funkcje lipszycowskie o ograniczonym nosniku. O
Przyktad 90. Niech 6 € (2, 00) i zdefiniujmy
Q) = {(x,y) cR*:yc(0,1) oraz |z| < yefl}.
Wéwezas (2(0), ] - |, 1oL Q(0)) jest f-regularna z dotu.
Dowdd. Ustalmy r € (0,1/2] i niech n(r) > 0 spelnia
n?(r) + 0?2 (r) =2 (2.5.1)
Poniewaz 6 > 2 oraz n(r) € (0,1/2), to zachodzi n(r) > r/v/2.
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2.5. ZANURZENIA W M*P(X, d, p)

Zdefiniujmy teraz nastepujacy zbior
T ={(s,t): 0 <t <n(r)oraz |s| <t’~'}.
Z (12.5.1) wynika, ze T'C Q(0) N B((0,0), ). Stad
) gy 2 9 0
12(2(0) N B((0,0),7)) > Io(T) :/ 2ty = 1°(r) 2 =", (2.5.2)
0
Niech y € [0,1 —n(r)] oraz x € [—y?~1, y*~!]. Wéwczas zachodzi inkluzja
Ty =T+ (x,y) CQ0). (2.5.3)
Zeby pokazaé powyzsza inkluzje, przeksztatémy definicje zbioru Ty

Toy={(z+s,y+t):0<t<nr) oraz |s| < 7'}

0

={(s,t):y<t<y+nr)orazz —(t—y)’ "t <s<az+(t—y 1}

Z zatozeni na y i v wynika, ze (y,y +n(r)) C (0,1) oraz (z — (t —y)" o+ (t —y)*') C
(=" = (t—y)" "y (t—y) ) dlat € (y,y+n(r). Funkeja y — y”~* jest wypukla

oraz przeksztatca zero na zero, wigc dla a,b > 0 zachodzilﬂ
a@*l + befl < (a+ b)gfl'

Stad wynika, ze dla ¢t € (y,y + n(r)) mamy

Zatem dla t € (y,y +n(r)) mamy (z — (t —y)" o+ (t —y)’") C (=t"71,#771), wige
inkluzja (2.5.3)) jest prawdziwa. Korzystajac z (2.5.2), otrzymujemy, ze dla r € (0,1/2],
y€[0,1—n(r)]ize[—y? 1 y" 1] zachodzi

21—9/2
7 7. (2.5.4)

L(Q0) N B((2,y),7)) > 1a(Thy) = 1(T) >

Zdefiniujmy Q = {(z,y) € Q@) : y € (0,1/2] oraz z € (—y° 'y’ !)}. Poniewaz
n(r) € (0,1/2) dla r € (0,1/2], wiec dla (z,y) € Q zachodzi ([2.5.4). Natomiast zbiér  :=
QO)\Q = {(z,y) € Q0) : y € (1/2,1) oraz x € (—y®14?~1)} nie zawiera juz osobliwosci,

6Jesli ) jest wypukla oraz a,b > 0, to ¥(a) +1(b) = (5% (a+b)) + (525 (a+b)) < ¥(a+b)+¥(0).

W przypadku gdy a lub b jest réwne zero, powyzsza nieréwnosé réwniez zachodzi.
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2. CIAGLE ZANURZENIA PRZESTRZENI WP

wiec mozna pokazac, ze spelnia on warunek wewnetrznego stozka. Stad wynika, ze jest
2-regularny z dohu, a skoro 6 > 2, wiec jest rowniez #-regularny z dotu. To oznacza, ze

L(Q0) N B((z,y),7)) > (2N B((z,y),7)) > Arf (2.5.5)

zachodzi dla pewnej stalej A € (0,00), wszystkich € (0,1/2] i wszystkich (z,y) € Q.

bLaczac (2.5.4) z (2.5.5), otrzymujemy, ze

B(96) 1 B((w9).1)) > 57

dla pewnej stalej b € (0,00), dla wszystkich r € (0,1/2] i wszystkich (z,y) € (0).

Natomiast dla r € (1/2,1] i (x,y) € Q(0) dzieki powyzszej nieréwnosci otrzymujemy

B(000) N Bl(2.).1) 2 b(20) N () /) 2 1 (5) = S

Co pokazuje, ze 2(0) jest f-regularna z dotu. O

W ponizszym lemacie B(a,b) oznacza funkcje beta Eulera, tzn. dla a,b € (0, 00)

Bla,b) = /(0 T

Lemat 91. Niech a,b,c € R 7 rozwazmy calke
Iabe)= [ [ e tn e =l dnde.
(0,1) (0,1)
Jesli a,b,c >0 oraz a+b+c¢> 1, to I(a,b,c) jest skoriczona i zachodzi wzor

B(a,c) + B(b, c)
at+b+c—1 "~

I(a,b,c) =

Ponadto jesli ktoras z nierownosci a >0, b >0, ¢ >0 czy a+ b+ ¢ > 1 nie zachodzi, to

wowcezas I(a, b, c) = oo.

Dowdd. Mozemy przedstawi¢ catke I(a,b, ) w nastepujacej postaci

/ /5“ e = | dndg = / /5“ e — e dn dg
(©.1) (0.1) ©.1) (0.6)

o [ et e it dnde
(0,1) (&,1)

=Ji + Ja.
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W J; robimy podstawienie n = £t, natomiast w Jo korzystamy z twierdzenia Fubiniego

oraz podstawienia £ = nt. Wowczas otrzymujemy

Jl — / £a+b+cf2 / tb71<1 _ t)cfldtdg, J2 — / 7,’a+6+072 / tafl(l _ t)cfl dtd?]
(0,1) (0,1) (0,1) (0,1)

Stad natychmiast wynika, ze jesli ktory$ z warunkéw a,b,c > 0, a + b+ ¢ > 1 nie jest
spelniony, to przynajmniej jedna z powyzszych catek jest nieskonczona, wiec I(a,b,c)
rowniez. Natomiast jesli zatozymy, ze a,b,c > 0 oraz a + b + ¢ > 1, to natychmiast
otrzymujemy, ze

B(b, ) I B(a,c)
a+btc—1""2 a+btc—1

Jy =
0

Podpunkty (7) oraz (iii) w ponizszym przyktadzie pokazuja istotno$é¢ zatozenia ap >
6 — s w twierdzeniu [88 Natomiast podpunkty (ii) oraz (iv) pokazuja, ze parametru
B =a+(s—0)/pw twierdzeniu |88 w ogélnosci nie da sie poprawic.

Przyktad 92. Ustalmy 6 € (2,00) i niech Q(0) = {(x,y) € R? : y € (0,1) oraz |z| <
y?~1}. Zalézmy, ze spetniony jest jeden z ponizszych warunkéw:
(i) p€16,00) , a € (0, %3] oraz § € (0,00);

0—3/2
p

(ii) p € [0,00), a € (9;%, ) oraz 3 € (a+ =%, 00);
(iii) p € (1,0), a € (0, 91.%2] N (0, pp%l) oraz (3 € (0,00);
(iv) pe (0 —1,0), a € (9}‘%2,29?%2 — 1)0(0,]%1) oraz 3 € (oz+2;f0,oo).
Woéwezas Wi P(Q(0)) € MPP(Q(6)).
Dowdd. W (i) — (iv) zachodza nastepujace relacje pomiedzy parametrami:
(i) 0<0/p <L
(ii) a+ 22 <0/p <1
(iii) 1 < 0/p;
() a+22 <1<0/p.
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2. CIAGLE ZANURZENIA PRZESTRZENI WP

Na mocy podpunktéw iii) oraz vi) w stwierdzeniu [70| dla r = ¢ = oo, mamy
Mﬁ’p(Q(Q)) SN Mmin{ﬁvlﬁ/p},p(Q(@))'
Stad w podpunktach (7), (i77) mozemy zaktadaé¢
S € (0,min{1,6/p}).
Natomiast w podpunktach (1), (iv) mozemy zaktadac
B € (a+(2—0)/p,min{l,0/p}).

2(0) jest zbiorem ograniczonym, a z przyktadu 90| wiemy, ze lo L 2(6) jest f-regularna
z dotu. Stad

MPP(Q(0)) = L¥ ((0)), (2.5.6)

gdzie p* = %' Wynika to z ponizszego, ogdlnego argumentu skalujacego.
Niech (X, d, pt) bedzie ograniczong przestrzeniag metryczna z miara 6-regularna z dotu
dla 6 € (0,00) i zatézmy, ze 3 € (0,1] oraz p € [1,0/3). Wéwcezas d° jest metryka na X

oraz
MPP(X,d,p) = M"P(X,d”, )

jako zbiory z rownymi normami. Ponadto

Te/ﬁ.

S

pBor () =p(ly € X s d(ay) < r}) = u{y € X 2 dlay) <r/7}) 2

Stad wynika, ze (X,d?, ) jest Q-regularna z dotu dla Q = /3 oraz p € [1,Q). Korzy-
stajac z [b4, twierdzenie 6], otrzymujemy

MYP(X,d% p) < L (X, ),
bp/B __ _Op

T 0/ — 0-pp’
Dla v € (O, 00) definiujemy funkcje u : () — R wzorem u.(x,y) = 1/y” i niech

gdzie p* = Qp =

€ (0,00). Wowczas z twierdzenia Fubiniego

_/ uy (z, )| dly (2, y) / / y dxdy = 2 / yG—vq—l dy.

(o) 0,1) (- 0,1)
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Stad wynika, ze
uy € L1(Q0)) & q<(0,0/7). (2.5.7)
Natomiast gdyby zachodzita inkluzja
W5 (92(8)) € M7 (Q(9)),
to z zanurzenia 6)) wynikatoby, ze zachodzi inkluzja

WEP(Q(0)) © LY (46)) (25.8)

g
z (2.5.7)) oraz (2.5.8) musiataby zachodzié¢ nieréwnosé

dla p* = f—pﬁp. Ponadto gdyby$my pokazali, ze dla pewnych v, u, € W5"P(Q(9)), to

Op
<0/,
o= ="
ktora jest rownowazna z
B <8/p—r. (2.5.9)

W dalszej czesci dowodu bedziemy probowaé otrzymaé sprzecznosé przy pomocy powyz-
szej nieréwnosci.

Niech p € [0, 00) i 7 € (0, 1]. Korzystajac z nieréwnosci [t7 — s7| < |s —t|7 dla s,t > 0,
szacujemy péorme Stobodeckiego

p

» G =G|
[l r ey < / / 1 — 7 |2+ap dly(22, y2)dla (21, Y1)
Q(6) 2(0) ?
y v |P
‘91 - y2‘
= dlz(xzayz)dl2(5€17y1)
Q([o) Q(/) Y1 ys" |1 — yo|Hep
/ / vy Pys Plyr — yo| PP 2dly (g, yo )dly (w1, 1)
a0) 0

=4 / / y9 yp—1 9 ¥p— 1|y1_y K 2dy2dy1
= 41(9—729,9—717,71?— ap — 1),
przy czym ostatnia rownos$é¢ zachodzi na mocy lematu Ponadto wielkosé
(0 —vp,0 — yp,7p — ap — 1)
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jest skonczona, o ile v < 0/p, v > a + 1/p oraz v < (20 — 2)/p — «. Stad wynika, ze
u, € WP (Q2(0)) dla wszystkich

v E <Oz + 1/p, min {G/p, (20 —2)/p — a}).

Przypadek (). Jesli p € [0, 00) oraz a € (0, =2]; to

min {Q/p, (20 —2)/p — a} =0/p>a+1/p.

Stad dla wszystkich v € (a+ 1/p,0/p) u, € W5"P(Q(0)). Ustalmy 3 € (0,6/p) i przypu-
$¢émy, ze zachodzi inkluzja W5 (2(0)) € MPP(Q(0)). Przechodzac do granicy z v 7 0/p

w (2.5.9), otrzymujemy, ze § < 0, co jest sprzecznoscia.

—2 6-3/2
p’ p

Przypadek (i7). Jedli p € [0, 00) oraz « € (

), to woéwczas
min {H/p, (20 —2)/p — Oz} =(20-2)/p—a>a+1/p.

Stad dla wszystkich v € (a + 1/p, (20 — 2)/p — o) mamy w., € Wy""(Q(0)). Ustalmy
B € (a+(2-0)/p,0/p) i przypuéémy, ze zachodzi inkluzja W3"F(Q(6)) € MPP(Q(H)).
Przechodzimy do granicy z v /(20 — 2)/p — o w (2.5.9) i otrzymujemy, ze 8 < a +

(2 —0)/p, co jest sprzecznoscia.

Niech teraz p € (1,6) iy € [1,00). Korzystajac z nieréwnosci
7 — 87| < ymax{s" 17"} s —t| dla s,t > 0,

mozemy podobnie jak wczesniej oszacowaé potnorme u,

[U / / ‘ ‘ dlz($2792)dl2($1ayl)
. (0) 9(0) |y1 ?J2|2Jr
Y Ylp
0— 0— |y -y |
=4 / yi 7 192 e ;+ap Yadyr
(0,1) (0,1) 91— 3]
_ _1\P o
<dy” / / L e e R Y e
(0.1) (
o— - _ _ o
< 4yP / / yi Py P TP + 3P |y — e R dyady,
(0.1) (0.1)
= 4y? / / Yy Py P g — el 2 dyady,
(0,1) (0,1)
+47 ./ / y9 v 0 S 1|y2 y1|p_ap_2dyzdy1
(0.1) (0.1)

=8I0 —p,0 —yp,p—ap—1).
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Na mocy lematu [91], ostatnie wyrazenie jest skonczone, jesli p — ap > 1 oraz

1 <7 < min {G/p, (20 -2)/p — a}.

Zatem u., € W5"P(Q(0)) dla wszystkich

v E [1, min {Q/p, (20 —-2)/p— oz}).

Przypadek (iii). Jesli p € (1,6), a € (0,%2] N (0,251), to
min {G/p, (20 —2)/p — a} =0/p>1.

To oznacza, ze dla wszystkich v € [1,0/p), u, € W5 " (2(0)). Ustalmy 3 € (0,1] i przypu-
$émy, ze zachodzi inkluzja W5P(2(0)) € MPP(Q(6)). Tak jak w przypadku (i) przecho-
dzimy do granicy v ' 0/p w i otrzymujemy sprzecznosc.

Przypadek (iv). Niech p € (0 — 1, 6). Stad wynika, ze

h—-2 p—1 g—2 20-2
—_— < — oraz < —
P P P p

L

wiec zbidr (9].%2, % —1)n (0, %) jest niepusty. Niech a € (9}'%2, % — 1) n (0,21,

Wéwezas

min {H/p, (20 —2)/p — a} =(20-2)/p—a>1.

Stad dla wszystkich v € [1, (20 — 2)/p — a), u, € W5"P(2(0)). Ustalmy 8 € (o + 2].%9, 1].
Zaktadajac, ze zachodzi inkluzja W3"F(Q(6)) € MPP(Q(6)), mozemy przejéé do granicy
2 (20— 2)/p—a w [@59) i otrzymujemy

B<a+(2-0)/p,

co jest sprzeczne z naszym zalozeniem na [3.
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Rozdziat 3

Zwarte zanurzenia

W niniejszym rozdziale przedstawimy wyniki, dotyczace zwartosci zanurzen przestrzeni
Hajtasza-Sobolewa, Hajtasza-Biesowa, Hajtasza-Triebla-Lizorkina i Stobodeckiego w prze-
strzenie Lebesgue’a. Bedziemy korzystaé¢ z nastepujacej uwagi, ktora jest natychmiastows,

konsekwencja stwierdzenia [70]

Uwaga 93. Niech (X, d) bedzie przestrzenig metryczng wyposazong w miare borelowskq

p. Wowezas dla wszystkich o, p € (0,00), q € (0, 00]
o a, @ a/2,
My (X, dyp) = MOP(X,d, i) oraz Ngo(X,d, p) — M?P(X, d, p).

Stad wynika, zZe jesli dla wszystkich a € (0,00) mamy zwarto$é zanurzen dla przestrzeni
M*P(X d, ), to réwniez mamy zwarto$é zanurzen dla przestrzeni M;fq(X, d,p) oraz

Nyo(Xod, ).

3.1 Zanurzenia w [P’(X,v)dla0<p<p
Zaczniemy od pokazania ponizszego twierdzenia, dotyczacego zwartosci w L°.

Twierdzenie 94. Niech (X, d, ) bedzie przestrzeniq metryczng z miarg oraz v niech
bedzie skonczong miarg borelowskq, absolutnie ciggle wzgledem . Wowczas dla wszystkich

a,p € (0,00) i q € (0,00] zanurzenia
« 0 « 0
My (X, d,p) = L°(X,v) oraz N (X,d,pu) — L°(X,v)

sq zwarte.

89



3. ZWARTE ZANURZENIA

Dowéd. Niech a, p € (0,00). Na mocy uwagi , wystarczy ze pokazemy zwartos¢ zanurze-
nia M*P(X,d, u) — L°(X,v). Niech F C M*P(X,d, i) bedzie niepustym, ograniczonym
podzbiorem i niech

M = sup ||u|| prer(x,d,p)-
ueF

Bez utraty ogdlnoéci mozemy zalozyé, ze M > 0. Zeby pokazaé teze wystarczy sprawdzic,
ze spelione sa zaltozenia twierdzenia 48| (mozemy skorzystaé z twierdzenia , poniewaz
zaktadamy, ze 1 jest niezdegenerowana, wiec na mocy stwierdzenia (14} (X, d) jest oSrod-
kowa). Ustalmy e > 0. Dzieki absolutnej ciagtosci v wzgledem p mozemy znalezé n > 0
taka, ze dla dowolnego zbioru mierzalnego E zachodzi
wE)<n = v(F)<e.
Zdefiniujmy teraz
1
A= M4YP /P oraz 6 = (5/(2)\)> /o
i ustalmy w € F. Istnieje zbiér mierzalny A, C X taki, ze u(A4,) = 0 oraz a-gradient

Hajlasza g € D*(u), spetiajacy ||g|rr(x,u) < ||U||Ma«P(X,d,u)E| oraz
[u(x) = u(y)| < [d(,9)]* (9(x) + 9(v)) ~ dla wszystkich 2,y € X\ A,.
W szcezegdlnosei réwniez v(A,) = 0. Definiujemy nastepujacy zbiér
E(u) = {x €X: max{|u(a:)],g(x)} > )\} U A,.

Stosujac nieréwnosé Czebyszewa, otrzymujemy
1 1
mmwsﬁxmmmwwmvwm [ @)l + g () dpta)

1
5 (1l + N9 )

2 4
I P P _
< MY < M =0,

Otrzymalismy, ze pu(E(u)) < n, wiec v(E(u)) < e. Ponadto jasne jest, ze warunek (7i7)
z twierdzenia 48| zachodzi, wiec pozostato nam do sprawdzenia, ze (i7) réwniez jest spet-

niony. Niech z,y € X \ E(u) beda takie, ze d(x,y) < 0. Wowczas

lu(z) = u(y)| < [d(x,9)]* (9(z) + 9(y)) < [z, y)]"2) <&,

czyli warunek (i7) z twierdzenia [48| réwniez zachodzi. To konczy dowdd. O

"Jesli ||ullpr(x,) = O, to bierzemy g = 0. Natomiast jesli [[ulre(x,) > 0, to [[uflprew(x,d, >

[l yron (x,d,)» Wigc mozemy znalezé g € D*(u) taki, ze [|gl|lLo(x,u) < lullarer(x,d,)-
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3.1. ZANURZENIA W LP(X,v) DLAO<p<p

Whniosek 95. Niech (X,d,u) bedzie przestrzeniq metryczng z miarg i niech a,p €
(0,00) oraz q € (0,00] bedg ustalone. Zaloimy, ze {un}nen jest ciggiem ograniczonym
w Mg (X, d,p) lub w Ny (X, d, ). Wowczas {un }nen zawiera podcigg zbiezny punktowo
p-prawie wszedzie do pewnej funkcji u € LP(X, ).

Dowéd. Ustalmy xy € X i rozwazmy zbiér
Ay ={(z,y) € X x X 1 d(z,y) < 2d(x,z0)}.

Jest to zbidér otwarty w X x X, wiec na mocy lematu [§] jest mierzalny wzgledem miary

produktowej. Ponadto z twierdzenia Fubiniego wynika, ze funkcja

Xsae [ xa,(@y)duly) = p(Blz, 2d(x,20)))

jest mierzalna. Niech v bedzie miarg dang przez

1
V(A) = /A 1+ d(x,xo)u(B(xo, Qd(x,l'o)))

du(z)

dla kazdego zbioru mierzalnego A C X. Jasne jest, ze v jest absolutnie ciggla wzgledem
w. Natomiast funkcja pod catka jest dodatnia wszedzie, wiec réwniez u << v. Ponadto

v jest skonczona, poniewaz

1
V<X) = /X 14+ d(x7 J;O)M(B(.Io, Qd(ma Io)))

dpi(z)

1
- /BW) 1+ d(z, 20) (B0, 2d(x, 70))) dp(z)

1
+ / du(x
2 Jitanee0\ 802ty 1T Az, 20)u(Blao, 2(x, zo))) )
1
< d
H(B(wo, 1 +Z/ o251\ Blro.2%) L + 2°u(B (0, 261)) ()
(B(wo, 281))

< u(B(zp, 1)) + 2 < 0.

< u(B(zo,1)) + Z 1+ 2k (B(zo, 281))

Zatem korzystajac z twierdzenia [04] mozemy wybra¢ z ciagu {u,}nen podciag zbiezny
w L°(X,v) do pewnego u € LY(X,v), a nawet zbiezny v-prawie wszedzie. Z absolutnej
ciagtosci p wzgledem v wynika, ze jest to réwniez zbieznos¢ p-prawie wszedzie. Natomiast

u € LP(X, 1), na mocy lematu Fatou. [

Przy pomocy twierdzenia [94] pokazemy teraz nastepujacy wynik, dotyczacy zanurzen
w przestrzenie Lebesgue’a z nizszym wyktadnikiem. Co ciekawe, zadna z rozwazanych

przez nas miar nie musi by¢ skonczona.
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3. ZWARTE ZANURZENIA

Twierdzenie 96. Niech (X,d, p) bedzie przestrzeniq metryczng z miarg i niech v bedzie
miarg borelowskq, absolutnie cigglq wzgledem , takg Ze Z—Z € LY (X, p) dla pewnej 6 €
(1,00), gdzie 0 =60/(0 — 1). Wowczas dla a,p € (0,00), q € (0,00] zanurzenia

« 0 « 6
Mo (X,d, 1) = LP°(X,v) oraz NI (X,d,p) — LP°(X,v) (3.1.1)
sq zwarte.

Dowadd. Tak jak poprzednio, dzieki uwadze wystarczy pokazaé teze dla przestrzeni
M*P(X,d, ). Niech F bedzie ograniczong rodzing w M*P?(X,d, 1) . Dla kazdego u € F

i kazdego zbioru mierzalnego D C X z nieréwnosci Holdera otrzymujemy
/0 /6 dl/
S W) () = [ Juta) P @) dpta)

dv|?
0
< Wl [,

dp
Ustalmy ¢ > 0. Poniewaz 2—; c LY (X, ), wiec mozemy znalezé xy € X oraz odpowiednio

1/6'
(x)du(x)) : (3.1.2)

duze A > 01 R > 0 takie, ze dla wszystkich u € F
p/0 /0
PO dy(z) < / o/ q S 3.1.3
Jop P () < S o [ (@) () < S (313)
gdzie By = {z € X : Z—Z(m) > A}. Rozwazmy miare 7 := vl (B(cco, R)N(X'\ EA)), ktéra

jest absolutnie ciggta wzgledem p. U jest skonczona, poniewaz

dv

A(X\E») @(x)d“(x) < Au(B(o, R)) < 0.

7(X) = v(B(zo, R) N (X \ Ey)) = /B@O,R)

Ponadto z (3.1.2)) wynika, ze dla kazdego u € F i kazdego zbioru mierzalnego D C X

mamy

dv”
dp

(@) du(%‘)>1/0l

ulx p/9 d]/ < u p/6 /
/ ‘ ’ ( ) ” HLP(X ) DNB(zo,R)N(X\E))
dv

1/6'
< lu|P° / 21 d
< ||u||LP(X7M)< DB B\ By du( x) dp(x)

] /
< A lullfix (D)

co oznacza, ze rodzina F jest p/0-jednakowo catkowalna wzgledem .

Korzystajac z twierdzenia oraz twierdzenia [04] otrzymujemy (3.1.1) z miarg

U W miejscu miary v.
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3.1. ZANURZENIA W LP(X,v) DLAO<p<p

¢ _-siecig rodziny F w LP/%(X, 7). Dla kazdego u € F

Niech {#;}¥, bedzie skoficzona 75

mozemy znalezé j € {1,..., N} takie, ze

||U - UJ“LP/Q x5 < 39/p

Dla i = 1,..., N niech v; = U;XB(ao,R)N(X\Ey)- WOWczas, korzystajac z (3.1.3)), otrzymu-
jemy

p/0

la = 0l )

lu(z) — v;(2)[P0dy + / ()PP dv < e,

B /B(xo,R)ﬂ(X\EA) (X\B(x0,R))UE

Zatem {v;}¥, jest skoriczong e-siecig rodziny F w LP(X,v). Z dowolnosci e € (0, 00)

wynika, ze F jest prezwarta w LP(X, v). ]

Wnhniosek 97. Niech (X, d, p) bedzie przestrzeniq metryczng z miarg @ niech v bedzie skori-
czong miarg borelowskq, absolutnie ciggle wzgledem p, takq Ze g—; c LY(X,p) dla pewnej

0 € (1,00). Wowezas dla a,p € (0,00), q € (0,00] oraz p € (0,p/0] zanurzenia
My (X,d,p) — LP(X,v) oraz N, (X,d,pu) — LF(X,v) (3.1.4)

sq zwarte. Ponadto jesli dla pewnej stalej C' € (0,00) zachodziv < Cp (co jest réwnowazne

z j—: € L>®(X,pn)), to powyisze zanurzenia sq zwarte dla wszystkich p € (0,p).
Dowdd. 7 twierdzenia 96| wynika, ze dla a, p € (0,00), ¢ € (0, 00] zanurzenia
My (X, d, ) — LP(X, ) oraz Ny (X, d, p) — LPY(X,v)
sa zwarte. Natomiast z nieréwnosci Holdera zachodzi ciggte zanurzenie
LPO(X v) — LP(X,v)

dla p € (0,p/0]. Stad wynika pierwsza cze$¢ wniosku.

Ustalmy p € (0,p) i niech § = p/p € (1,00). Poniewaz S—Z € L' N L>(X,u), wiec

z nieréwnosci Holdera E LY (X, ). 7 twierdzenia [96| wynika, Ze zanurzenia
Mpofq(X, d,p) — LP(X,v) oraz Npofq(X, d,p) — LP(X,v)
sa zwarte. Z dowolnosci p € (0, p) wynika teza drugiej czedci wniosku. O]

Twierdzenie 98. Niech (X,d, ) bedzie przestrzeniq metryczng z miarg, ktéra spelnia

w(X) < oo. Wowezas dla wszystkich a,p € (0,00), q € (0,00] oraz p € (0,p) zanurzenia
ng(X, d,p) = LP(X, ) oraz N;fq(X, d,p) — LP(X, ) (3.1.5)

sq zwarte. Ponadto jesli zalozymy, Ze dla pewnych p,q € (0,00), a € (0,1) lubp € (0, 00),
a € (0,1] oraz ¢ = 0o przynajmniej jedno z zanurzen jest ciggle, to p(X) < oco.
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3. ZWARTE ZANURZENIA

Dowéd. Jesli (X)) < oo, to zwarto$¢ zanurzen (3.1.5)) jest natychmiastowa konsekwencja
wniosku Q71

Zat6zmy, ze przynajmniej jedno z zanurzen (3.1.5)) jest ciagte. Z podpunktéw v), vi),

vii) w stwierdzeniu [70| wynika, ze zachodza ciagte zanurzenia
MY (X, d, ) — N;OO(X, d,p) — Ay (X, d, p)
dla A € {N, M}. W takim razie zanurzenie
M'Y(X,d,p) — LP(X, p) (3.1.6)
rowniez jest ciagle. Ustalmy R > 2 i niech kg bedzie liczbg catkowita, spetniajaca
27MR <1< 27MHR,
Dla k > 0 zdefiniujmy
Ry, = R(1 — 27 ko),
Niech z € X oraz By, := B(z, Ry). Zauwazmy, ze
Rpi1 — R = R27%7 %1 > 972 graz Ry > R — 1. (3.1.7)

Stad wynika, ze dist(By, X \ Bry1) > 27772, wiec na mocy lematu , istnieje funkcja
b € MYP(X,d, 1) taka, ze 0 < ¢, < 1, ¢, = 1 na By, ¢, = 0 na X \ Bjgi1 oraz mamy

oszacowanie
6ty < (dist(Be X \ Bin)) ™ (B ” < 4- 250(Bs) 7.
Ponadto ||é | 2o (x ) < p(Br+1)'/P, wige
Bkl aro(x.ap < 8- 25u(Byir)'P. (3.1.8)
Z drugiej strony niech C' € (0, 00) bedzie stala z zanurzenia . Wéwezas
|l arr(x.ap > 1/C pu(By) P, (3.1.9)
Laczymy oszacowania , 1 zapisujemy je w ponizszej postaci

! <8C2
p(Br)'/P ~ p(Bi)P
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3.1. ZANURZENIA W LP(X,v) DLAO<p<p

Stosujac lemat 53] dla
ar = 1/u(Bx), p=8C, 7=2, a=1/u(B(z,R)) oraz b = 1/u(B(z, R — 1)),
otrzymujemy
1< 1/p(By)'P/P(8C) 27,
a stad wynika
u(B(z, R — 1)) P17 < (8C)P27°5

Przechodzac do granicy z R — oo, otrzymujemy, ze miara przestrzeni musi by¢ skonczona,

co konczy dowdd twierdzenia. O]

Uwaga 99. W drugiej czesci twierdzenia @ nie zakladamy, ze LP(X,u) — LP(X,p).
Gdyby LP(X,p) < LP(X, ) dla p € (0,p), to skoriczonosé miary natychmiast wynikiaby

2 ponizszeqo rachunku
p(B(z, R)'? = |xpemlox < Clixsem ooy = Cu(B(z, R)'VP
dla pewnego C € (0,00), wszystkich z € X i R € (0,00). Sted
u(B(z, R))VPYP < C.

Przechodzgc z R — oo, otrzymujemy, ze p(X) < oco.

dz
I+|a|™

Przyktad 100. Na R" rozwazmy miare v dang przez dv = Wéwezas v(R") = oo

oraz dla kazdego a,p € (0,00), ¢ € (0,00] oraz p € (0,p) zanurzenia
Mg (R") — LP(R",v) oraz Ng (R") < LP(R",v) (3.1.10)
sa zwarte. Ponadto jesli p € [1,00), to zanurzenia
WP (R™) — LP(R",v) (3.1.11)
rowniez sa zwarte, gdzie W1HP(R™) oznacza standardowa przestrzent Sobolewa na R™ z me-
tryka euklidesowa i miara Lebesgue’a.

Dowdéd. Poniewaz j—; € L'(R™) dla wszystkich ¢ € (1,00], wiec (3.1.10) wynika na-

tychmiast z twierdzenia [96] Natomiast z [31, stwierdzenie 2.2] wynika, ze dla kazdego

p € [1,00) i kazdej « € (0,1) zachodzi ciagle zanurzenie

WLP(RM) < WoP(R™). (3.1.12)
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3. ZWARTE ZANURZENIA

Ponadto z twierdzenia [88| otrzymujemy ciagtosé zanurzenia

WeP(R™) — MOP(R™). (3.1.13)

bLaczac (3.1.12) z (3.1.13)) i korzystajac z (3.1.10]) dla ¢ = oo, otrzymujemy (3.1.11). [

3.2 Zwartos¢ zanurzen w LP(X,v)

Teraz skupimy sie na problemie zwartosci zanurzen w LP(X,v). Wstawiajac formalnie
6 = 1 do twierdzenia 06, mogliby$my oczekiwaé, ze wystarczy zaklada¢ v < Cpu dla
pewnej statej C' € (0,00), aby otrzymaé¢ zwarto$¢ zanurzen w LP(X,v). Jednakze nie
jest to w ogdlnoéci prawda i wynika to na przyklad z twierdzenia [125] ktére zostanie
udowodnione pdzniej. Problem polega na tym, ze w poprzednim podrozdziale dla p < p
p-jednakowa catkowalnoé¢ zbioréw ograniczonych w My (X, d, u) i N (X, d, p) wynikata
natychmiast z nierownosci Holdera. Teraz musimy innym sposobem wytuskaé p-jednakows,

catkowalnosé. Ponizsze twierdzenie jest jednym z gtownych wynikoéw rozprawy doktorskie;j.

Twierdzenie 101. Niech (X, d, ) bedzie przestrzeniq metryczng z miarg i niech v bedzie
dowolng miarg borelowskq takq, ze v < Cu dla pewnej statej C € (0,00). Zaldimy, ze
istniejg ro € (0,00) @ xg € X takie, ze dla wszystkich r € (0,r0] spelnione sq nastepujgce

warunki Bl:

(i) rodzina funkcji {X >z = XB(y,T)(.T)/M(B(x,T))} jest jednakowo catkowalna
yeX

wzgledem miary v;

(ii)  sup / 1/uw(B(x,r))dv(z) = 0 przy R — oo.
yEX\B(x0,R) / B(y,r)

Wéwezas dla wszystkich o, p € (0,00) oraz q € (0,00] zanurzenia
Me (X, d, ) = LP(X,v) oraz N2 (X,d,p) — LP(X,v)
sq zwarte.

Uwaga 102. Jesliv(X) < oo, to w powyzszym twierdzeniu warunek (ii) wynika z warunku
(2).

8Podobny warunek do (i) rozwazal Aldaz w |2
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3.2. ZWARTOSC ZANURZEN W LF(X,v)

Dowdd uwagi. Niech r € (0,79], ustalmy € € (0,00) i niech § € (0, 00) bedzie taka, ze jesli

zbior mierzalny D C X, spetnia v(D) < 4, to dla dowolnego y € X
| Xbt (@) /Bl v () <.
Ustalmy R > r na tyle duze, ze v(X \ B(xg, R—r)) < 6. Niech y € X \ B(xz¢, R). Poniewaz

zachodzi inkluzja B(y,r) C X \ B(zg, R — r), zatem

/B(W) 1/ uw(B(z,r))dv(x) = /X XB(yn () /w(B(z,r))dv(z) < €.

\B(zo,R—T)

Z dowolnosci y € X \ B(zg, R) mamy

sup /B(y,r) 1/ w(B(z,r))dv(z) <e.

yE€X\B(wo,R)

Przechodzac z R — oo, otrzymujemy

limsup  sup / 1/p(B(x,r))dv(z) <e.
R—oo  yeX\B(xo,R) 7/ By:r)

Przechodzac teraz z e — 0, dostajemy (7). O
Dowdd twierdzenia. Zaczniemy od pokazania nast¢pujacego lematu

Lemat 103. Niech (X,d, ) bedzie przestrzeniq metryczng z miarg i niech v bedzie do-
wolng miarg borelowskq, absolutnie ciggle wzgledem p. Wowczas dla wszystkich o, p,r €
(0,00), u € M*P(X,d,u), g € D*(u) i dowolnego zbioru mierzalnego D C X zachodzi
nierownosé

[ @) @) < 2 lgl + [ @rorgr) + 2hutp) [ X200 gy (0) dugy).
D b D w(B(z,r))

Dowdd. Dla p-prawie wszystkich z,y € X \ E mamy

u(@)|P < 2(fu(z) — w(y)” + [u(y)[?)-

Przykladajac catke érednig wzgledem y € B(x,r) do powyzszej nier6wnosci, otrzymujemy,

ze dla p-prawie wszystkich x € X zachodzi
P <2(f, ) - uoPaut) + f, Gl duts))
B(z,r) B(z,r)

<w(f @@ e a L, )

=@+ f AT W)+ 2Zluly)Pdpde).
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3. ZWARTE ZANURZENIA

Z absolutnej ciagtosci v wzgledem g, powyzsza nieréwnos$é¢ réwniez zachodzi v-prawie
wszedzie. Zatem mozemy ja wycatkowa¢ po D wzgledem v i korzystajac z twierdzenia
Fubiniego, otrzymac oszacowanie

[ @ dvte) < 20l + ), T O )i
@)

< gl + [ @) + 2l [

7))

co konczy dowdd lematu. O

dv(z)du(y),

Lemat 104. Niech (X,d, ) bedzie przestrzeniq metryczng z miarg i niech v bedzie do-
wolng miarg borelowskq takq, ze v < Cu dla pewnej stalej C € (0,00). Ponadto zaldzmy,

zZe istnieje takie o € (0,00), Ze dla kazdego r € (0,ro] rodzina funkcji

(X 505 i @)/u(BL)}

yeX

jest jednakowo catkowalna wzgledem v. Wtedy dla wszystkich o, p € (0,00) ograniczone

podzbiory M*P(X,d, ) sq p-jednakowo catkowalne wzgledem v.

Dowdéd. Zatézmy, ze F C M*P(X,d, ;) jest ograniczona i niech M = sup ||u|| prer(x,d,p)-
ueF
Bez utraty ogélnosci mozemy zatozy¢, ze M > 0. Ustalmy € > 0 i niech g € D*(u) bedzie

takie, ze

gllzex ) < Nullarerxam-

Niech v(y) = (4Pr§PgP(y) + 2P|u(y)|P)V/? dla y € X. Z zalozenia v < Cu wynika, ze
19175 (x.0) < CllgTr(x - W takim razie z lematu otrzymujemy

p PO ) [P P XByT( )
[ ) dv(e) < Carrnae s [ o)l [ G Sdv@yduty) - (3:2.)

dla kazdego zbioru mierzalnego D C X i kazdego r € (0,rq]. Ustalmy r € (0,rq], ktére

spelia
CAProP MP < /2.
Zauwazmy, ze
[ @)Pduty) = [ 579" w) + 2luly)Pdn(y) < 2- M max{Lr?). (322)
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3.2. ZWARTOSC ZANURZEN W LF(X,v)

7 zalozenia, rodzina funkcji {:1: > XB(y,r)(:v)/u(B(:v,r))} ox jest jednakowo catko-
y
walna wzgledem v. Zatem istnieje 6 > 0 taka, ze dla kazdego y € X i kazdego zbioru

mierzalnego spelniajacego v(D) < ¢ zachodzi

XB(y.) (@)
p pu(B(z,r))

Stad jesli v(D) < 6, to z nieréwnosci (3.2.1]) i (3.2.2)) otrzymujemy

[ lupante) < <2+ [ o [ 250 an0) duty) < =

dv(z) < /(47T MP max{1,r5"}).

]

Mozemy wreszcie pokazaé teze twierdzenia [L01] Na mocy uwagi[03] wystarczy pokazaé
teze tylko dla przestrzeni M*P(X,d, u). Tak jak w dowodzie lematu zaktadamy, ze
F C M*P(X,d, ;i) jest ograniczona, M := sup ||u||per(x,q,) Oraz mozemy zakladaé, ze

ueF

M > 0. Ustalmy € > 0 i wybierzmy r € (0, 7¢] takie, ze
C4ProP MP < /4. (3.2.3)

Niech v bedzie takie jak w dowodzie lematu m Dzigki (i7) mozemy znalezé R > r takie,
ze

yeX\Zl(lxIZ,Rfr) /B(y ) 1/ u(B(z,7))dv(z) < /(2 - 427 MP max{1,r;"}).
Dla kazdego y € B(xzo, R—r) zachodzi (X \ B(xg, R))NB(y,r) = (). Korzystajac z nieréw-
nosci dla D = X \ B(xzg, R) i majac na uwadze oraz (3.2.3), otrzymujemy

[ @ avia) <efas [l [ 1B )dv(z) duy)

e/t [P sw [ (B vt duy)

yeX\B(zo,R—7r

<e/2

Rozwazmy teraz miare v := vL <B($0,R)). v jest skonczona oraz spethia 7 < v < Cu.
Ponadto dla kazdego r € (0, r¢] rodzina funkcji {X > X (x)/ (B, r))}yex jest
jednakowo catkowalna wzgledem miary ». Istotnie, jesli ustalimy r € (0, o], to z zalozenia
(7) dla dowolnej nn > 0 istnieje 6 > 0 taka, ze jesli zbiér mierzalny spelnia v(D) < 6, to

dla kazdego y € X

b (B, ) ) =
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3. ZWARTE ZANURZENIA

Natomiast jesli zalozymy, ze (D) < 4, to oznacza, ze v(D N B(zg, R)) < §. W takim
razie z powyzszej nierownosci otrzymujemy, ze

X061 (@) gy f Xeun(®) 4,0y < .

p (B(z,7)) ~ JpnBao.r) p(B(x, 7))
Mozemy wiec skorzystaé¢ z lematu stwierdzenia [94] oraz twierdzenia [6] dla miary
7 w miejscu miary v. Stad wynika, ze istnieje skonczony zbior {w;}Y, taki, ze dla kazdego

u € F mozemy znalezé j € {1,..., N} takie, ze

Ju— ijZ[;,p(X,z}) <e/2.

Niech u;(x) = wi (%)X B(zo,r) dla i € {1,..., N}. Wéwczas

u— u;||% :/ u — u;|Pdy + w(z)Pdv(x
=l = o wldrs [ ) paa)
<l = wjl[pox,) +€/2

< E.

OtrzymaliSmy wiec, ze rodzina F jest catkowicie ograniczona w LP( X, v). Konczy to dowdd

twierdzenia. N

Uwaga 105. Niech (X, d, p) bedzie przestrzeniq metryczng z miarg oraz niech v bedzie
miarg borelowskq takq, Ze v < Cu dla pewnej statej C' € (0,00). Zalézmy ponadto, ze u jest

catkowalna wzgledem v. Wowczas dla wszystkich a,p € (0,00), q € (0, 00| zanurzenia
ng(X, d,p) — LP(X,v) oraz N;’q(X7 d,p) = LP(X,v)
sq zwarte.

Dowdd. Dla kazdego zbioru mierzalnego D C X, y € X oraz r € (0,00) zachodzi

XB(?/:"‘) (.T) dl/(l') < 1

D ((B(z,7)) ~ Jo p(B(z,7))

Stad catkowalno$¢ miary pu wzgledem v natychmiast implikuje, ze warunki (z) oraz (i7)

dv(z).

w twierdzeniu [L01] sa spetnione. O]

Whniosek 106. Niech (X,d,u) bedzie calkowicie ograniczong przestrzenig metryczng

z miarqg. Wowczas dla kazdego a,p € (0,00), q € (0, 00| zanurzenia
My (X,d,p) — LP(X, ) oraz Np (X,d,p) — LP(X, p)
sq zwarte.
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Dowdd. Wniosek wynika natychmiast z uwagi [105| oraz stwierdzenia |43| O]

Z uwagi wynika, ze jesli zalozymy catkowalnosé miary p wzgledem v, to warunki (7)
oraz (ii) z twierdzenia beda spetnione. Ponizsza uwaga pokazuje, ze mozemy inaczej

sprawdza¢ warunek (i), tzn. przy pomocy twierdzenia de la Vallée-Poussina.

Uwaga 107. Niech (X,d,u) bedzie przestrzenig metryczng z miarg i niech v bedzie
dowolng miarg borelowskq spelniajocg v < Cu dla pewnego C € (0,00). Zaldimy, ze
istnieje ro € (0,00) oraz xy € X takie, Ze dla kazdego r € (0,7¢] istnieje funkcja

Y [0,00) — [0,00) taka, Ze:

(i) ¥(0) =0, ¢ jest wypukta oraz ¥ (t)/t — oo przy t — oo;
(ii) y ( 1

i1)  sup _
yEB(xo,R) B(y,r) ,M(B(IE, 7“))

(iii)  sup / 1/uw(B(z,r))dv(z) = 0 przy R — oo.
yeX\B(xo,R) / B(y,r)

)du(x) < 00 dla kazdego R € (0,00);

Wéwcezas dla wszystkich o, p € (0,00) oraz q € (0,00] zanurzenia
My (X,d,p) — LP(X,v) oraz N, (X,d,pu) — LP(X,v)
sq zwarte.

Dowdd. Ustalmy r € (0,7]. Wystarczy pokazaé, ze rodzina

(X325 xupn@/uBE)}

yeX

jest jednakowo catkowalna wzgledem miary v (wéwczas teza bedzie wynikaé z twierdze-
nia [101)). Ustalmy ¢ > 0 i bedziemy chcieli dobra¢ § > 0 taka, ze jedli v(D) < 4, to dla
kazdego y € X

XB(y,r) (z)
D p(B(z,r))

Z zalozenia (iii) wynika, ze mozemy wybra¢ R € (0,00) takie, ze

dv(z) < e.

sup )/B(W) 1/ u(B(z,r))dv(z) < e. (3.2.4)

yeX\B(zo,R
Rozwazmy miare 7 = vL(B(zo, R+ r)). Dla y € B(xg, R) z nier6wnosci trojkata wynika,

ze B(y,r) C B(zo, R+ r). W takim razie z warunku (¢7) otrzymujemy, ze

1 N
o[ ey <o
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3. ZWARTE ZANURZENIA

Ponadto rodzina
{X 200 xon @)/u(Bla,) |
yeB(zo,R)
jest ograniczona w L'(X, ). Istotnie, z (i) wynika, ze istnieje A > 0 taka, ze dla t > X

zachodzi 1(t) > t. Wowczas dla y € B(xo, R)

[ Xt @) (Bl drta) = [ 1u(Bl.r)) i)

B 1/p(B(z,r))dv(z
~/B(y,7‘)ﬂ{x€X:M(B($7T,))>1//\} / ( ( )) ( )

- 1/uw(B(z,r))dv(x
B(yﬂ’)ﬂ{l’exZM(B(;U7T))§1/>\} //’L( ( )) ( )
1

< \W(B(y,r)) + /B(y,r) Y (,M(B(JZT))

)du(x)

1
< CAu(B(xg, R+ 1))+ su —— |dv(z
#(Bwo, REm)+ sup B(z,m‘”(mB(x,r))) (@)

< OQ.

Ponadto poniewaz 1(0) = 0, wiec

/B(y,w(m)duw - /. zp(m)dy@).

W takim razie mozemy skorzystac¢ z twierdzenia de la Vallée-Poussina [93, twierdzenie 2],
z ktérego wynika, ze rodzina {X ST~ XByr) (x)/u(B(x,r))} jest jednakowo

yGB(l’o,R)
catkowalna wzgledem miary 7. Stad wynika, ze istnieje § > 0 taka, ze jesli (D) < 4, to

XB(y.r) (T) -
b u(Bla,r) ) <=

Niech teraz D C X bedzie dowolnym zbiorem mierzalnym takim, ze v(D) < §. Znéw

korzystajac z faktu, ze dla y € B(xo, R) zachodzi B(y,r) C B(xzg, R + 1), otrzymujemy

XB(y,r)<x> / XB(y,r) (z) XB(y,T)<x> ~
LB S du(x) = S Cdu(n) = | S——do(x) < e.
o u(Ble, )" ™ Joennnen w(B) ™ T o u(B ) P
Natomiast jesli y € X \ B(xo, R), to z (3.2.4) wynika
XB(y,r) (2) /
——=———dv(x) < 1/pu(B(x,r))dv(x) < e.
b u(Blr.1) "\ = Jpy 1P
Pokazalismy wiec, ze warunek (i) w twierdzeniu jest spelniony. ]

Uwaga 108. Jesli v(X) < oo, to warunki (ii) oraz (iii) w uwadze mozna zastqpic

przez:
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. 1
(iv) sup B(y,m"‘”(u(B(x,r»

Dowdd. Dla kazdego y € X dzieki nieréwnosci Jensena mamy

)dl/(ZE) < 0.

w(H XByn) ()

A 0 =0, eyt

x w(B(z,r))
<fo (G )
=100 [, gy
< sup 1/v(X) /B (z,r)lp(,u(31> dv(zr) < .

z€X (l‘, 7”))

M‘ — 00 przy n — 00, to ponie-

n(B(-r))

waz ¥(t)/t — oo przy t — oo, wiec lewa strona w powyzszym ciagu nieréwnosci réwniez

Gdyby istniat ciag {y,}nen € X taki, ze H

L1(Xv)

zbiegataby do nieskonczonosci. Jednakze jest to niemozliwe, gdyz prawa strona jest ogra-

niczona. Stad wynika, ze rodzina {X S x = X (T)/p(B(, r))} jest ograniczona
yeX

w LY(X,v), wiec z twierdzenia de la Vallée-Poussina wynika, ze jest jednakowo catkowalna

wzgledem v. Z uwagi [L02] otrzymujemy teze. O]

Przyklad 109. W uwagach i funkcja 1 moze byé¢ dowolng funkcja wypukla
spelniajaca (7), ktéra moze zaleze¢ od o € (0,00), o € X oraz od r € (0,70]. Jednakze
nawet w najprostszym przypadku, tzn. jesli ¢ jest postaci ¥(t) = [t|'*7 dla vy € (0, c0),
to wéwcezas w warunkach (i7) oraz (iv) zadamy, aby catki

1
/B(y,m p(B(x,r))t+ #4)
byty wspélnie ograniczone dla wszystkich y € B(zg, R) w warunku (i7) lub wszystkich y €
X w warunku (iv). Tak jak w stwierdzeniu [43|tatwo mozna pokazaé, ze powyzsze warunki
spelnia dowolna, catkowicie ograniczona przestrzen metryczna z miara (w przypadku v =

p, wiec réwniez dla dowolnego v < Cpu), co pokazuje ze rodzina par miar (v, u), ktére

spetniaja przynajmniej jeden z powyzszych warunkow dla pewnej v > 0 jest nietrywialna.

3.3 Zwartos¢ w M;?,r i Nﬁ,,,

W niniejszym podrozdziale zajmiemy si¢ problemem zwartosci zanurzen Ag, — Ag,r dla

A, A € {M,N}. Okazuje sie, ze zachodzi podobne zjawisko jak w przypadku przestrzeni
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3. ZWARTE ZANURZENIA

funkcji holderowsko ciagtych (tzn. ograniczono$¢ w C%%(X, d) i zwartos¢ w C(X, d) gwa-
rantuja nam zwartos¢ w C%%(X, d) - patrz dowéd twierdzenia .

Lemat 110. Niech (X,d) bedzie przestrzenig metryczng oraz niech v bedzie dowolng
miarg borelowskq. Ustalmy o, p € (0,00) oraz q € (0,00] @ niech {u, fnen bedzie ciggiem
ograniczonym w Mg (X, d,v) lub N (X, d,v). Jesli {u,}nen jest zbieiny w LP(X,v), to
jest zbieiny takze w MP (X, d,v) oraz NS .(X,d,v) dla dowolnej 5 € (0,c) i kazdego

r e (0,00].
Dowdd. Niech A € {M, N} i zatézmy, ze {u, fnen jest ograniczony w A5 (X, d,v) i niech

C = sup Hun“A;’;‘,q(X%V)'
neN

Na mocy stwierdzenia[70] wystarczy pokazaé teze lematu tylko dla przestrzeni tego samego
typu, w przypadku gdy r = ¢. Pokazemy wiec, ze dla kazdej 8 € (0,«a) ciag {un}nen
spelnia warunek Cauchy’ego w Ag,q(X ,d,v) (przestrzenie Hajlasza-Biesowa i Hajlasza-
Triebla-Lizorkina, na mocy uwagi , sa zawsze zupelne). Dla kazdego n € N mozemy

%
malezé g, € D (u,) takie, ze
%
||gn|| < ||un||Aqu(X,d,1/) < Cv

gdzie || - || jest norma LP(¢?), jesli A = M lub norma ¢9(LP) dla A = N. Niech E, beda
zbiorami miary zero takimi, ze dla kazdego k € 7Z i wszystkich x,y € X \ F, spelniajacych

271 < d(x,y) < 27% zachodzi

[t (@) = wn ()] < (A2, )] (g (2) + Gok(¥))

gdzie przez g,j oznaczamy k-ty element ciggu EZ Zdefiniuyjmy E = | E, oraz dla
neN

%

n,m € N niech m = Gr +gn € D*(u, — Up,). Wowezas mamy
1G]l < Cr(p)s(q),

gdzie £ : (0,00] — [1,00) dana jest wzorem

1 dla t € [1, 00],
K(t) =
2/t=1 dlat € (0,1).
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Ustalmy ¢ € (0,00) i niech K € Z bedzie takie, ze 275 <e <275+ Jedlik e Zik > K
to dla z,y € X \ E takich, ze 27571 < d(x,y) < 27* zachodzi

|(tn = wn ) (2) = (un — ) (Y)] < [d(@, Y)]*(Gnmk(T) + Gnmi(y))

S [d(l‘, y)]6<€a_ﬂgn,m,k('r) + goL_'Bgn,m,k (y))

Z drugiej strony jedli k < K, to dla z,y € X \ E spehiajacych 271 < d(x,y) < 27F

mamy
= 1)) = (= ) (3] < [ )" (252’fﬁr<un — ) ()] + 2729, — um><y>|).

W takim razie mozemy zdefiniowaé h,,,, € D?(u, — u,,) wzorem

202F8 () — U ()], jesli k < K,
hn7m7k(x) =
e P g mr(), jesli k > K.

Pierwszy przypadek: A = M”
Zaczniemy od oszacowania normy ((Z) ciagu {hymr(x)}rez. Jesli ¢ = oo, to dla

kazdego x € X \ F

26 o
R 7enm (@) brezlle= @) < g lun(@) = um(@)| + € 1{gnma (@) }hezlle=z)-

Podobnie jesli ¢ € (0,00) i z € X \ F, to mamy

K-1 00
[ mp (@) rezllfozy = D2 29925 un(@) — um()|" + 3 @0 (@)
k=K

k=—o00
Qﬁq/gﬁq

< m’un(ﬁ) — um ()| + €(a_6)q\|{gn,m,k(@}keZng(Z)-
Stad dla ¢ € (0, 0o]

28
[{Penm e (2) Yrezllea(zy < (B, q)/i(c]);ﬁlun(x) — U (2)| + £(Q* P |{gnmr () brezll ey,

gdzie
(1 —278~1a  dla ¢ € (0, 00),

V(B,p) =
1 dla ¢ = oo.

Biorac teraz norme LP(X, v), otrzymujemy
26 2 2 _a—p
[[wn — UmHMIE{q(X,d,y) <(8, Q)H(Q)H(P);Bﬂun - umHLP(X,V) +2r(q) K (p)° e "C. (3.3.1)

Drugi przypadek: ,A = N”

Dla kazdego k € Z oraz n,m € N mamy
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2B2k6“un - Um“LP(X,y), jesli k < K,
e o (x0) =

5a_5||9n,m,kHLp(x,y), jesli k > K.

W takim razie jesli ¢ = oo, to

28 o
{112 || 2o (x0) Yrez |l () < ;ﬁHun — Ul o x) + €PN Gniml | Lo (x ) Frez e ) -

Natomiast gdy ¢ € (0, 00), to

K-1 [e'¢)
H{||hn,m,k||LP(X,V)}keZ||Zq(Z) < Z 2ﬂ2kﬂq““n - Um”%p(x,y) + Z g(a_ﬂ)qHgn,m,kH%P(X,u)’
k=—o00 k=K

zatem

28 o
litn = 3, 0y < VB @)(0) S5 Nt = sy + 26006 (p)2C. (3.3.2)

Poniewaz {u,}nen jest ciagiem Cauchy’ego w LP(X,v) oraz € € (0,00) jest dowolny,

wiec z nieréwnosci (3.3.1) i (3.3.2) wnioskujemy, ze {un}nen jest ciagiem Cauchy’ego

odpowiednio w MJ (X,d,v) i N/ (X,d,v). O

Twierdzenie 111. Niech (X, d) bedzie przestrzenig metryczng wyposazong w miare bo-

relowskq v. Niech a,p € (0,00) i q € (0,00] beda ustalone. Wowczas nastepujgce warunki

s8¢ rownowazne:
(i) zanurzenie M (X, d,v) — LP(X,v) jest zwarte;
(ii) dla wszystkich B € (0,a) i r € (0, 00| zanurzenia
« B « B
My (X, d,v) — M) (X,d,v) oraz M (X,d,v)— N (X,d,v)
sq zwarte;
(i) istniejg B € (0,a) i r € (0,00] takie, Ze przynajmniej jedno z zanurzen
« B « B
M (X, d,v) = MP (X, d,v) Wb MC(X,dv)— N’ (X,dv)
jest zwarte.
Analogicznej postaci twierdzenie zachodzi réwniez dla przestrzeni Hajlasza-Biesowa.

Twierdzenie 112. Niech (X, d) bedzie przestrzenig metryczng wyposazong w miare bo-
relowskq v. Niech a,p € (0,00) i q € (0,00] bedg ustalone. Wowczas nastepujgce warunki

s8¢ rownowazne:
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(i) zanurzenie N3 (X, d,v) — LP(X,v) jest zwarte;
(i) dla wszystkich € (0,«) i1 € (0, 00| zanurzenia
o B « B
Ny (X, d,v) = M (X,d,v) oraz N, (X,d,v)— NJ.(X,d v)
sq zwarte;
(i) istniejg B € (0,a) i r € (0,00] takie, ze przynajmniej jedno z zanurzen
« B a B
Ne (X d,v) — MP (X, d,v) Wb N°,(X,dv) < N (X,dv)
jest zwarte.

Dowdd twierdzen [I111] oraz[I12. Zauwazmy, ze na mocy stwierdzenia [70] zanurzenia

w podpunktach (ii) sa zawsze ciagte. Wowcezas implikacje ,, (i) = (i4i)” oraz ,,(i1i) = (i)”
sa trywialne, natomiast implikacje (i) = (i7)” wynikaja z lematu m ]

Fakt 113. Niech (X, d) bedzie przestrzenig metrycznag, p,p € (0,00) oraz u i v niech bedg

miarami borelowskimi takimi, Ze zanurzenie
LP(X,p) — LP(X,v) (3.3.3)
jest ciggle. Wowczas dla kazdego o € (0,00) oraz q € (0, 00] zanurzenia
M (X, d, 1) = MS (X, d,v), NS (X,d p) < N& (X, dv),
My (X, d,p) — Mg (X,d,v), N (X,d,p)— Ng (X, dv)
sq ciggle.

Dowdéd. Wystarczy pokazaé teze dla jednorodnych przestrzeni. Z zatozenia (3.3.3) wynika,
ze istnieje stala C' € (0, 00) taka, ze dla kazdego f € LP(X, u) zachodzi

1oy < Cllfllrx,m- (3.3.4)

Biorac w powyzszej nieréwnosci f = xg, gdzie E C X jest dowolnym zbiorem mierzalnym

takim, ze p(F) = 0, otrzymujemy absolutnag ciagto$é v wzgledem u. Niech v € LP(X, p)
= =

i wezmy dowolny ¢ € D (u). Poniewaz v << p, wigc réwniez = D%(u). Natomiast

jesli
||7||LP(X;ZQ(Z),M) < 00,
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to z (3.3.4) wynika

lellyrs. x.a) < 1T N < CIF o

Biorac infimum prawej strony, otrzymujemy

ellyrs. . < Cllullisg, cx.an

Podobnie jesli

H?”Z‘I(Z;LP(X,#)) < 00,

to dla kazdego k € Z z (3.3.4) wynika

grllzex0) < Cllgrll e

Przyktadajac norme ¢(7Z), otrzymujemy

[ull e (xa.) < 17 Nleazzocxany < CI G les@zr )

%
Tak jak wezedniej, biorac infimum prawej strony po wszystkich 7 € ]D)g(u), otrzymujemy

zadang nieré6wnosc. O]

Teraz przy pomocy lematu [110| oraz faktu mozemy wzmocni¢ wyniki z podroz-
dziatow B.1]1 3.2

Whniosek 114. Niech (X,d, ) bedzie przestrzeniq metryczng z miarg i niech v bedzie

miarg borelowskq takq, Ze v << u oraz Z—Z € LY (X,p) dla pewnej 0 € (1,00), gdzie

0 =0/(0—1). Wowczas dla kazdego a,p € (0,00), ¢,r € (0,00] oraz § € (0, ) zanurzenia
ngq<X7 d7 /’I/) - Mf/@,r

N;?,q(X7 d> H) - Mpﬁ/am(Xa d, V)a N;;jq(Xa d7 H’) — Nﬁ/e,r<X> da V)

(X,d,v), Mg,(X,dp) < Ny (X,dv),

sq zwarte.

Dowéd. Niech {u,}nen bedzie ciggiem ograniczonym w AS (X, d,p) dla A € {M,N}.

v e

Na mocy twierdzenia , istnieje podciag {un, }jen zbiezny w LP/%(X,v). Poniewaz i

LY (X, 1), wicc dla dowolnego f € LP(X, i) z nieréwnoéci Holdera mamy

0/p A ,
Flmocen = ([ 150 ) ™ < ([ 15van)( [ 1% Pan)

6—1
P
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To oznacza, ze zachodzi ciagle zanurzenie
LP(X, ) — LP%(X, v).

Zatem, na mocy faktu , {tn, }jen jest ograniczony w A;“/g,q(X, d,v). Mozemy wiec
zastosowaé lemat dla ciagu {un, }jen z p/0 W miejscu p i otrzymujemy, ze {uy, }jen
jest zbiezny w Mpﬁ/e’r(X, d, ) oraz Npﬁ/e’r(X, d, ) dla kazdego r € (0,00] i kazdej 8 €
(0, ). O
Whniosek 115. Niech (X, d, ) bedzie przestrzenig metryczng z miarg i niech v bedzie
dowolng miarg borelowskq takq, ze v < Cu dla pewnej statej C € (0,00). Zaldimy, ze
istniejg ro € (0,00) @ xg € X takie, ze dla wszystkich r € (0,r0] spelnione sq nastepujgce

warunki

(i) rodzina funkcji {X >z = XB(W)(x)/,u(B(x,r))} jest jednakowo calkowalna
yeX

wzgledem miary v;

(ii) sup / 1/i(B(z,r))dv(xz) — 0 przy R — o0.
yeX\B(zo,R) ¥ B(y,7)

Wowczas dla wszystkich o, p € (0,00), q,7 € (0,00] oraz 5 € (0,a) zanurzenia
e B a B
My (X, d,p) — M7 (X,d,v), M (X,d,p)— Ny.(X,dv),
e B a B
Ne (X, d, ) = M2 (X, d,v), NC(X,dp)— NP (X,dv)
sq zwarte.

Dowdd. Dowdd jest analogiczny do dowodu wniosku i jest konsekwencjy twierdze-
nia [101] faktu [I13]i lematu [I10} O

Whniosek 116. Niech (X, d, i) bedzie przestrzeniqg metryczng z miarg oraz niech v bedzie
skoriczong miarg borelowskq takq, ze v < Cpu dla pewnej statej C' € (0,00). Wowczas dla

wszystkich o, p € (0,00), q,r € (0,00], B € (0,) oraz p € (0,p) zanurzenia

a B a B
My (X, d,p) = Mg (X,d,v), My (X,d,p) — N5, (X,d,v),

N (X.d,p) = MJ(X,d,v), N&(X.d p)— No.(X.dv)
sq zwarte. W szezegdlnosci jesli p(X) < oo, to zanurzenia

Me (X.d, ) <= My.(X,d,p), M (X,d,p) = N5 (X,d,p),

N (X dyp) = M (X d, ), Ny (X,d,p) = N (X, d, p)
sq zwarte.
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3. ZWARTE ZANURZENIA

Dowéd. Z zatozen v(X) < oo i v < Cpu wynika, ze g—z e LY (X, p) dla kazdej 0 € [1, 00),

wiec teza wynika natychmiast z wniosku [114] O

3.4 Wnioski dla przestrzeni Stobodeckiego

Twierdzenie 117. Niech (X, d,pn) bedzie przestrzenig metryczng z miarg 0-reqularng
z dotu 1 ustalmy a,p,s € (0,00) takie, ze ap > 0 — s. Wowczas jesli p(X) < oo, to

zanurzenie WP (X, d, ) — LP(X, p) jest zwarte.

Dowdd. Poniewaz p jest f-regularna z dotu oraz p(X) < oo, wiec na mocy wniosku ,
(X,d) jest catkowicie ograniczona. Zatem teza twierdzenia wynika natychmiast z twier-

dzenia [8§] oraz wniosku [106]. O

Twierdzenie 118. Niech (X,d, ) bedzie przestrzenig metryczng z miarg s-reqularng
z dotu takq, zZe u(X) < oco. Ustalmy a,p € (0,00). Wowezas:

(i) jesli ap < s, to dla kazdego p € (0,sp/(s — ap)) zanurzenie WP (X, d, ) —
LP(X, ) jest zwarte;

(ii) jesli ap > s, to dla kaidej v € (0, — s/p) zanurzenie WoP(X, d, pu) — C%(X,d)

jest zwarte.
Dowdd. (i) Na mocy twierdzenia (72| istnieje C' € (0,00) takie, ze dla wszystkich u €
WP(X, d, jr) mamy
1wl Lo (x) < Cllullwerx,au,

gdzie p* = sp/(s—ap). Z nieréwnosci Holdera wynika ciagto$¢ zanurzenia W (X, d, ) <

LP(X, ) dla p € (0,p*). Niech F bedzie ograniczona rodzina w W®P(X,d, i) i niech

M = sup |[u|lwe»(x,a,- Na mocy twierdzenia |[117] (dla § = s) dowolny ciag zawarty w JF
ueF

zawiera podciag {u, }neny C F zbiezny w LP(X, u).

+ 11;9, to na mocy nieréwnosci

Jesli p € (p,p*) i wezmiemy 6 € (0,1) taka, ze

=
hSESS

interpolacyjnej, mamy
1-6

[un — umHLﬁ(X,y) < Jun — umHQLP(X,p)Hun - um”[,;*(X’u)

< (20M) " Juy — | 0-
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Natomiast jeli p € (0, p), to korzystajac z nieréwnosci Holder otrzymujemy

1
) um”Lp(X,#)'

RS

[ = | Lo x ) < (W(X))

Stad wynika, Ze u, jest ciggiem Cauchy’ego w LP(X, i) dla kazdego p € (0, p*).
(1) Z twierdzeniawynika, ze zanurzenie WP (X, d, p1) < C%*=5/P(X d) jest ciagte.
Poniewaz (X, d) jest calkowicie ograniczona, wiec na mocy twierdzenia , zachodzi zwarte

zanurzenie
COe=s/P(X d) — C*(X, d)

dla kazdej v € (0, — s/p). Stad otrzymujemy zwarto$¢ zanurzenia W (X, d, u) <
C%(X,d) dla kazdej v € (0, — s/p). O

Analogiczny wynik do rezultatéw z podrozdziatu [3.3] mozna pokazaé dla przestrzeni

Wer(X,d, p).

Stwierdzenie 119. Ustalmy a,p,s € (0,00) i niech (X,d, ) bedzie przestrzenig me-

tryczng z miarg takq, Ze
X 3z u(B(x,1)\ {z}) € L®(X, ).

Wowezas jesli {un }nen jest ograniczony w WP (X, d, u) oraz zbiezny w LP(X, 1), to jest
zbiezny w WEP(X, d, n) dla kazdego B € (0, ).

Zanim przejdziemy do dowodu uzasadnimy, ze powyzsze odwzorowanie jest mierzalne.
Poniewaz zbiér A := {(z,y) € X x X : 0 < d(x,y) < 1} jest otwarty w topologii
produktowej oraz (X,d) jest osrodkowa, wiec na mocy lematu[g) A € B(X,d) ® B(X,d).
W szczegdlnosei oznacza to, ze funkcja f(z,y) = xa(z,y) dla (z,y) € X x X jest mierzalna

wzgledem miary produktowej. Zatem z twierdzenia Fubiniego odwzorowanie

v [ xa@y)duty) = (Bl 1)\ {x})

jest mierzalne.

Dowdd. Niech C' = sup |[up|wer (x4, oraz M = ess supu(B(x, 1)\ {x}) Wowczas dla
neN

zeX
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3. ZWARTE ZANURZENIA

dowolnego ¢ € (0, 00)

[tn = Umlyyer (x.a, =

0<d(z,y)<1
Ny T

0<d(z,y)<e

[f ) 5@2 ’;)ggp— )O3 ()

= ) (@) = (0 = )@

—Z<d(:1: y)< d(ﬂ?, y>8+6p
(1) = wa(y)) — () = ()P
ﬁ / /) 1 =)&) = () ) )
<orricletrory = | / v N = ) @ 1 = ) )Py ()
< orricltnor 4 2o [ DI u(Bla, D\ {}) du(a)
R anyvi

< 2p+18(a76)pcp + e Hun - UmHiP(X,M)'

W takim razie {u, ey spelnia warunek Cauchy’ego w WHP(X, d, i), a zatem jest zbiezny.

]

Whniosek 120. Jesli (X, d, ) jest przestrzeniq metryczng z miarg s-reqularng z dotu takg,

ze (X)) < oo, to dla wszystkich o, p € (0,00) i kazdego B € (0, ) zanurzenie
WX, d, p) — WX, d, p)
jest zwarte.
Dowdd. Teza wynika ze stwierdzenia [119] oraz twierdzenia dla 6 = s. O

Ponizszy przyktad pokazuje, ze jesli ap < 6 — s, to teza twierdzenia nie musi
zachodzi¢.
Przyktad 121. Niech 6 € (2,00) i Q(0) = {(x,y) € R? : y € (0,1) i |z] < y?7'}. Jesli
p € (1,00) oraz a € (O,min{(’;2 7’7}) to zanurzenie W5 (Q(0)) — LP(2(0)) nie jest
zwarte.

Dowdéd. Przypomnijmy, ze dzieki przyktadowi wiemy, ze loL () jest f-regularna
z dotu. Ustalmy n € N takie, ze n > 3 i zdefiniujmy zbiory

Qi(n) ={(z,y) € Q0O) : y < 1/n} oraz Qy(n) = QO)\Q(n).
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3.4. WNIOSKI DLA PRZESTRZENI SLOBODECKIEGO

Niech
1 dla p € (0,0),
v =(p) =
9}'%1 dla p € [#,00).

Rozwazmy funkcje u, : Q(0) — R dana wzorem

Un(2,y) = (an/y” — nVan)Xa, m)(2,y),

gdzie a,, dobierzemy p6zniej. Policzmy norme w,, w LP(€2(6))

ot (L= ()

P — T g \P — P
N e R O e R
(0,1/n)
2ap / SP 9/7 p— 1d$ QB(p+1 9/7 p)
fYnG vp f}/ne P ’
0,1)
gdzie w trzeciej rownosci skorzystaliSmy z podstawienia & = 1 — (ny)?, a B(a,b) jest

funkcjg beta Eulera. Dobieramy a,, tak, aby ||un || r@) = 1, czyli

ap _ f}/ne_’yp
" 2B(p+1,0/y—p)

Pokazemy teraz, ze u,, jest ograniczony w W5 (Q(0)). Poniewaz u,, juz jest ograniczony

w LP(Q(0)), wystarczy ze oszacujemy potnorme Stobodeckiego

p |’U,n xlayl Un(x27y2)’
[y s o Q(/o oS e At )l )

Un (1, Un (T2,
_ / / | ( 1 yl) ( 22y+2)| dl2($2,y2)dl2(x17y1)
(21, 91) = (22, 90)]
Q4 (n) Q4 (n)

p
P / / |Un Jil,yl Un($2ay2)| dlg(ivg,y2>dl2(xl7y1)

Ihyl $27y2)|2+a

Zacznijmy od oszacowania [1(n). W tym celu opuszczamy czton |x; — x| w mianowniku

pod catka I1(n) i otrzymujemy

1 2+ ’ ’

Yp—ap—2
<ap/ /’yl %ilvp dla (w2, yo)dl (71, 31)

= 4aP / / yf vl 0 P 1|y1—y P=P=2 dyy dy, . (3.4.1)
(0,1/n) (0,1/n)
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3. ZWARTE ZANURZENIA

W ostatniej catce podwdjnej stosujemy podstawienie y; = £/n, yo = n/n i otrzymujemy,

ze (3.4.1) jest réwne

4ab —pe1 G—ryp Cap 4aPI1(0 — vp, 0 — vp,yp — ap — 1)
n20—vp—ap-2 / / 50 w 1770 w 1|£_77Pp b 2d77 df = n20—vp—ap-2
(0,1) (0,1)

Y

gdzie I jest taka jak w lema<31e E Niech k = 6 — ap — 2. Dzieki zalozeniu a < =2 wiemy,
ze k > 0. Poniewaz ~ spelnia ponizsze nieréwnosci

0 —~p >0,

yp—ap —1>0,

20 =)+ w—ap—1=0—yp+r+1>1,

wiec korzystajac z lematu [01]i definicji a,,, otrzymujemy, ze

4t 1(0 —vp,0 —yp,yp —ap — 1)
n20 yp—ap—2

B 2yn?=P 2B(k+ 1,vp —ap — 1)
- B(p+1,0/y—p) (0 —yp+ k)n2-w-or=2
4 BE+Lyp—ap—1) 1

(0 —vp+r)Blp+1,0/y—p)n*

Li(n) <

Z powyzszej nieréwnosci wynika, ze I;(n) — 0 przy n — oo, wiec w szczegblnosei otrzy-
malisSmy, ze I(n) jest ograniczona.

Szacujemy teraz calke I(n) w nastepujacy sposéb

< ap / / dl2($2,y2)d12(:[;1ay1)

2+
2
Qo(n) Q4 n) y

(1 — (nyQ)’Y)p
= 4a? / / yf 1y6’ yp— lmdmdy1
(1/n,1) (0,1/n) Y1 — Y2

- W[ 91,01 (L= (n12) )"

Y1 Y2 (g1 — yo)2For dyady

(1/n,2/n) (0,1/n)

n—1 1 —(n Y\P
+ Z / / yi s 1Ey—(gjiz>+g4’dy2dy1
=2 (/. (7+1)/m) (0,1 /m) !
n—1
— da? (A1 ns Aj). (3.4.2)

Jj=2

Dla y; > 1/n zachodzi (1 — (ny2)?)? < n?(y; — y2)"?, zatem

Ay <n? / Yt / yg e (y1 — yo) PP 2 dyady;.
(1/n,2/n) (0,1/n)
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Po podstawieniu y; = (£ + 1)/n oraz y, = n/n otrzymamy

1 0 1 6—yp—1 Yp—op—2
A e [ e+ 1) [P g =y 1) 2and
©.1) (0.1)
20_1 1 0—vyp—1 Yp—ap—2
. / 1 (E—n+1) dndg.
(0,1) (0,1)
Zdefiniujmy
20P=P=2 /(0 — p), jesli yp —ap —2 >0,
A<97 a? p? fy) =

B0 —yp,yp —ap—1), jedliyp —ap—2<0.
Wowcezas

271 A6, 0.p,7)

n@ yp nk

A < (3.4.3)

Oszacujemy teraz A; dla 2 < j <n —1. Jesli y; € (j/n,(j +1)/n) oraz y, € (0,1/n), to
i —2—q n 2+ap
zachodzi (y1 — y2) P < (]ﬁ) . Stad

2+ap
A S G [ [ () ey,
GG O

n*tr G+ 1) 1 B(p+1,0/y —p)

T (j-1)Fer ottt op ynf=r
< g1 B+ 1.0/y—p) (G -1 (3.4.4)
- ynf=p neo h

gdzie w ostatniej linijce skorzystaliSmy z nieréwnosci j + 1 < 3(j — 1) prawdziwej dla

j > 2. Laczac (BA2), (BA3) oraz (344), otrzymujemy

402 1 [, , 30-1 = e
(270 + =B 107 D) X G- D)

Jj=2

IQ(TL) S

n@ TP pk

27 (20_1/1(9 1+ 2 B0 ! i 1) )
- , 0L, Dy 7Y - p ) Y — p . j -
B(p+1,0/y—p)\ n* v ne

267“4(970‘71}7 7) 0 1 = : -1 267“4(9 o, p )
< +3"— -1 < -
B(p+1,0/v —p)n~ n“go ) B(p+1,0/v —p)n~

+39//<a,

gdzie ostatnie oszacowanie jest konsekwencja nastepujacego rachunku

inzl (j—1)" L (nz_:?jﬂl) < 1(/0”95“%@) =1/k.

T = oy
Zatem pokazaliSmy, ze ciag {un fnen jest ograniczony w W3 (Q(0)) oraz ||uy || e ) = 1.
Z definicji {uy, }nen wynika, ze lim un(z,y) = 0 dla wszystkich (z,y) € Q(0). To oznacza,
ze {uy, }nen nie ma podciagu zbieznego w LP(£2(6)). O

115
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Stwierdzenie 122. Niech (X,d,n) bedzie przestrzeniq metryczng z miarg 0-reqularng
z gory i niech s,a,p € (0,00) spelniaje ap < 0 — s. Wowczas WOP(X, d, ) = LP(X, )

2 TOWNOWAZNYMiL NOTMAMA.
Dowdd. Niech b € (0,00) bedzie stala z nieréwnosci (|1.2.1]). Dla dowolnego u € LP(X, u)
z twierdzenia Fubiniego mamy

herian =[] e du(s) (o)

0<d(z,y)<1

x, s+ap
B(z,)\{z} v)

< 2p+1/|u(x)|pl§)/ 1

B(x,2=F)\B(z,2~ (k+1)) W

< ortl / u(z)]? / d(ldu(y)du(rv)
du(y)du(z)

<orrersett [ fua)p( gu(B(w )28 ) du()

postap+p+l

s+a Ooka s—0
< 02Ty Do 25T = el -

]

Pokazemy teraz, ze przy zalozeniach stwierdzenia zanurzenie WoP(X,d, p) —

LP(X, ) dla p < p nie bedzie zwarte.

Twierdzenie 123. Niech (X, d,pn) bedzie przestrzenig metryczng z miarg 0-reqularng
z gory takq, ze w(X) < oo i niech s,a,p € (0,00) spelniaje ap < 6 — s. Wowczas dla
wszystkich p € (0,p) zanurzenie WoP(X,d, u) — LP(X, 1) nie jest zwarte.

Dowdd. W zwiazku ze stwierdzeniem [122] zachodzi réwnosé zbioréw WP(X,d, u) =
LP(X, p) oraz normy |- |lwer(x.ap), Il 2r(x,0) Sa réWnowazne. Ponadto z zatozenia o gérne;

regularnosci miary wynika, ze
{r e X :u{z}) =0} =X.
W zwiazku z tym teza twierdzenia wynika z ponizszego lematu. O

Lemat 124. Niech (X,d) bedzie osrodkowq przestrzeniq metryczng i niech v bedzie miarg

borelowskq takq, ze v(X) < co. Wowczas nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(i) dla wszystkich p € (0,00] i wszystkich p € (0,p) zanurzenie LP(X,v) — LP(X,v)

nie jest zwarte;
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(ii) istnieje p € (0, 00] @ istnieje p € (0,p) takie, ze zanurzenie LP(X,v) — LP(X,v) nie

jest zwarte;
(iii) v({z € X : v({z}) = 0}) > 0.
Dowéd. Oznaczmy przez
E={zreX:v{z})=0} oraz D=X\E={xeX:v({z}) >0}

Latwo pokazad, ze D jest zbiorem co najwyzej przeliczalnym, a wiec zbiorem borelowskim.
Stad wynika, ze F réwniez jest borelowski.

(1) = (11)” Ta implikacja jest oczywista.

»(i1) = (ii7)” Pokazemy nie wprost, ze jesli v(E) = 0, to dla kazdego p € (0, 0]
i kazdego p € (0,p) zanurzenie LP(X,v) — LP(X,v) jest zwarte. Poniewaz dla kazdego

p € (0,00) i p € (0,p) zachodza ciagle zanurzenia
L¥(X,v) — LP(X,v) — LP(X,v),

wiec mozemy zakladaé, ze p < co. Skoro v(E) = 0, to
V= Z WOy,
zeD

gdzie w, = v({z}).

Jesli D jest skoniczony, to LP(X,v) jest przestrzenig skoniczenie wymiarowa, a zatem
ograniczone podzbiory LP(X,v) sa prezwarte w LP(X, v).

Jesli D jest przeliczalny, to mozemy ponumerowac jego elementy liczbami naturalnymi
D = {x;}2, 1 zdefiniowaé ciag wy = v({zx}). Z zalozenia v(X) < oo wynika, ze w =
{wp}e, € (Y(N). Poniewaz dla kazdego r € (0,00) i kazdego f € L"(X,v) zachodzi
ré6wnoscé

J e = S 1@ = 3 1)

wiec mozemy utozsamiaé¢ L"(X,v) z £"(N,w) dla wszystkich » € (0,00). Ponadto dla
kazdego a € ¢"(N,w) mamy

el ey = D larl"wr = [law
k=1

1/r

17 - (3.4.5)

Niech F C (N, w) bedzie ograniczong rodzing i niech M = sup ||a|p ). Pokazemy, ze
acF
F jest prezwarta w £P(N, w). Z réwnosci (3.4.5) wynika, ze wystarczy pokazaé, ze rodzina
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F. ={aw'’? . a € F} jest prezwarta w (?(N). Dla kazdego N € N z nieréwnoéci Holdera

mamy
o 1 oo 5
Z |akwk Z |ag [Py,
k=N =N
0 P S pP=p
< (X lawPer)” (3 we) 7
=N k=N
~ .
<MY )
k=N
Poniewaz w € ('(N), wiec wynika stad, ze A}im ZZC’:N|akw,1/ﬁ|ﬁ = 0 jednostajnie ze
—00

wzgledu na a € F. Ponadto z powyzszego rachunku wynika, ze rodzina F,_, jest ogra-

niczona w £?(N). Z klasycznego twierdzenia Frécheta o zwartoSci otrzymujemy, ze F,, jest

)-

prezwarta w (P(N
»(11) = (i)” Wystarczy pokazaé teze dla p = oo. Istotnie, jesli pokazemy, ze dla
(

dowolnego p € (0, p) zanurzenie
L®(X,v) — LP(X,v)
nie jest zwarte, to poniewaz zachodzi ciaggte zanurzenie
L>™(X,v) — LP(X,v),
wiec ponizsze zanurzenie rowniez nie moze by¢ zwarte
LP(X,v) = LP(X,v).

Pokazemy, ze vLE jest miarg bezatomowa. Przypusémy, ze A C E jest atomem wzgle-
dem vLE, tzn. vLE(A) > 0 oraz dla kazdego zbioru B C A takiego, ze vLE(B) < vLE(A)
zachodzi vLE(B) = 0. Wowczas dla kazdego z € AN E z definicji zbioru £ mamy

v(B(z,r)) - v({z}) =0
przy r — 0%, Zatem mozemy znalez¢ r, € (0,00) takie, ze
VLE(B(z,r,) NA) <v(B(z,r:)) < vLE(A).
Zaktadalismy, ze A jest atomem, wiec dla kazdego x € X
vLE(B(xz,r;)NA)=0.
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Z drugiej strony ANE C U B(z,r;). Poniewaz (X, d) jest osrodkowa, wiec (AN E, d)
z€EANE
réwniez jest oérodkowa. Z twierdzenia Lindel6fa wynika, ze mozemy znalezé ciag {x;}32, C
AN E taki, ze
ANEC | B(w,r,) NANE.
i=1
Stad dostajemy
0<vLE(A) = VLE( U B, 72,) N A) < ZVLE(B(xi,rzi) N A) = 0.
i=1 i=1
7 powyzszej sprzecznosci wnioskujemy, ze vLE jest bezatomowa.

Skoro VLE jest bezatomowa, mozemy zastosowaé twierdzenie Sierpinskiego [97] i zna-

lez¢ dwa roztgczne zbiory Egy, E(1) C E takie, ze Ey U £y = E oraz
VE(E@) = v(Eq) = vLE(Eq) = v(Eqy) = v(E)/2.
W kolejnym kroku stosujemy twierdzenie Sierpinskiego dla zbioréw E(g), E(1) i znajdujemy
parami rozitaczne zbiory Eo ), E0,1), E1,0), £,1) takie, ze
Ewo YU Epn = Eo. EaoUEan = Eq
oraz
v(Ewn) = v(Eoy) = v(Eqo) = v(Eqy) = v(E)/4.

Kontynuujemy ten proces indukcyjnie. Zat6ézmy, ze zdefiniowaliSmy zbiory £}, dla kazdego
b= (b, by, ...,by) € ZE, ktére sa parami roztaczne, v(E,) = v(E)/2¥ oraz dla kazdego b €
751 zachodzi By = Ego0UEqGq.- Ustalmy b € Z% i zastosujmy twierdzenie Sierpiniskiego

do zbioru Ej,. Otrzymujemy rozigczne zbiory E, ), E 1) takie, ze Ey ) U Ey, 1) = Ej oraz
V(Epo)) = v(Ep)) = v(Ey)/2 = v(E) /2"
Zdefiniujmy teraz ciag funkcji { fx }reny W nastepujacy sposéb

fr= Z XE,-
{beZk:br=1}
Poniewaz zbiory { Ep}yezx sa parami rozlaczne, wiee { fi }ren jest ograniczony w L=(X, v).
Z drugiej strony jesli ustalimy k,! € N takie, ze k < [, to z konstrukcji zbiorow Fj, wynika,
ze
E = U E, oraz E,= U E..

bezk {c€Zk:cj=b; dla 1<5<k}
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3. ZWARTE ZANURZENIA

Stad otrzymujemy

1= filsn = 3 [ 1fe@) = fila) Pdv(a)

beZ’g E,

-3 > [ 1fil@) = ) Pd(z)

bEZL {c€Lyic;=b; dla 1<j<k} E,
=2 > [1ava)
beZl {c€Zhic;=b; dla 1<j<k oraz by} 5,
v(E) v(E) v(E)

= > 27 ol > ok+1 9

beZk bezk

Z powyzszej téwnosci wynika, ze { fi }ren nie zawiera podciagu zbieznego w LP(X,v). O

3.5 Pozostate wyniki i przyktady

W niniejszym podrozdziale zajmiemy si¢ problemem, kiedy zanurzenia M (X, d, ) <
LP(X,p) i N (X,d,p) — LP(X, ) nie sa zwarte, a na koniec zaprezentujemy kilka
przyktadow.

Twierdzenie 125. Niech (X,d, 1) bedzie przestrzeniq metryczng z miarg i zaléimy, Ze
istnieje &g € (0,00) taka, Ze u jest 6-podwajajeca dla kazdej § € (0,60|. Ponadto zaldzmy,
zep € (0,00), @ € (0,1) iq € (0,00] lubp € (0,00), a € (0,1] i ¢ = 00. Jesli przynajmniej

jedno z zanurzen
Mz())fq(X, d,p) < LP(X,p) lub qu<X, d, ) — LP(X, 1)
jest zwarte, to (X,d) jest catkowicie ograniczona.

Dowdd. Zaczniemy od udowodnienia ponizszego lematu.

Lemat 126. Niech (X,d,u) bedzie przestrzenig metryczng z miarg, ktora jest 0-
podwajajgca dla pewnej 6 € (0,00). Zatézmy, ze p € (0,00), a € (0,1) ¢ ¢ € (0, 00]

lub p € (0,00), a € (0,1] i ¢ = oo. Jesli przynajmniej jedno z zanurzen
My (Xod,p) — LP(X, ) lub N (X, d,p) — LP(X, ) (3.5.1)
jest zwarte, to kazdy zbior 30-rozdzielony w (X, d) jest skoriczony.

Dowdd. Podobnie jak w dowodzie twierdzenia [98| wystarczy pokazac¢ teze dla przestrzeni

MY (X, d, ). Przypusémy, ze {x;}jen jest nieskoniczonym zbiorem 3d-rozdzielonym
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3.5. POZOSTALE WYNIKI I PRZYKLADY

w (X, d). Woéwczas dla wszystkich k,1 € N takich, ze k # [, B(xy,d) N B(xy,20) = 0.
Istotnie, jesli y € B(xy,d) N B(x;,20) dla pewnych k, 1 € N takich, ze k # [, to wowczas

35 S d(i[)k,l'l) S d('xka y) + d(ywxl) < 357

co jest oczywista sprzecznoscia.

Teraz dla kazdego 7 € N stosujemy lemat i znajdujemy funkcje ¢; : X — [0,1]
taka, ze ¢; = 1 na B(x;, ) oraz ¢; = 0 na X \ B(z;,29). Definiujemy cigg funkeji {f;}jen
wzorem

1
Zauwazmy, ze z lematu [65]1 warunku d-podwajania wynika

1
1 fillarrex.am = 1(B(z,, )7 (||¢j 2o ) + 110 ||M1vP(X,d,u)>

p(B(x;,26))'/7 )

1 "
B 1/p <“(B<:”ﬂ" 20)'7 + dist(X \ B(z;,26), B(z;,9))

#(B(1;,6))
G 200
= (B, 0)

L+ <+ 1)/

J

Poniewaz {f;}jen jest ograniczony w M?(X, d, 1), wiec z zalozenia o zwartosci powinien
posiadaé podciag zbiezny w LP(X, ). Jednakze jesli k, [ € N sa takie, ze k # [, to zachodzi
B(xy, ) N B(xy,20) = 0, wiec

Vo= il = [ @) = @) dp(a)

B(Cﬂk,(;)UB(iﬂl,(s)

= [ h@Pdu@) + [ @) dut) =2,

B(ﬁ?k,(s) B(ml’é)
To oznacza, ze {f;},en nie posiada podciagu zbieznego w LP(X, u). Otrzymana sprzecz-

nos¢ konczy dowod lematu. O]

Ustalmy teraz ¢ € (0,00) i niech 6 = min{e/3,dy}. Niech A bedzie maksymalnym
zbiorem 3d-rozdzielonym. 7 lematu [126| otrzymujemy, ze A jest skonczony, natomiast
z uwagi 33| wynika

X = J B(a,36) C |J Bla,e).
acA a€A
To oznacza, ze A jest skonczona e-siecia w (X, d). Z dowolnosci € wynika catkowita ogra-

niczonosé¢ (X, d). O
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3. ZWARTE ZANURZENIA

Twierdzenie 127. Niech (X, d, p) bedzie przestrzenig metryczng z miarg takg, ze u(X) <
oo, diam X = oo oraz p spetnia warunek podwajania w nieskoriczonosci. Zaloimy, ze
p € (0,0), @ € (0,1) i ¢ € (0,00] b p € (0,00), o € (0,1] i ¢ = oo. Wowczas

ZANUTZEniQ
My (X,d,p) — LP(X, ) oraz Np (X,d,p) = LP(X, u) (3.5.2)
nie sqg zwarte.

Dowdd. Pokazemy teze dla przestrzeni M'P(X, d, ). Niech 2y € X bedzie punktem z wa-
runku podwajania w nieskonczono$ci i niech { R, },en bedzie rosnacym ciggiem takim, ze

R,>1, R, — oo oraz

o PO\ Bl R) (X Bl R)

n—00 M(X \ B(;p[)’ 2Rn)) R—o0 ,u(X \ B(ZL‘(), QR))

Niech

. w(X \ B(xo, Ry))
=500 (XN Blao, 2R,))

Dla kazdego n € N definiujemy

1
X\ Blao, 2R, O

fn:

gdzie ¢, : X — [0,1] jest lipszycowska funkcja z lematu [65 ktéra spelnia ¢, = 0
w B(zo, R,) oraz ¢, = 1 na X \ B(xo,2R,). Z lematu [65] i definicji ciagu R, wynika

rowniez, ze

[1(X \ Bz, Rn))]M? L
I allvrirxam < £ 0 Bl 2,077 <1 * Tst(B(, Ra), X \ Blao, 2Rn))>

<207,

poniewaz dist(B(xg, Ry,), X \ B(zo,2R,)) > R, > 1. Zatem {f,, }nen jest ciagiem funkcji
ograniczonym w MP(X, d, ).
Przypusémy, ze { f,, }nen jest prezwarty w LP (X, p). Wowezas mozemy znalezé podciag

{fnj }jeN taki, Ze

| fo; [P dpp — 0 jednostajnie ze wzgledu na j przy R — oo.
X\B(ato,R)
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3.5. POZOSTALE WYNIKI I PRZYKLADY

Jednakze jest to niemozliwe, gdyz

X\B(z0,2Rn)

|fulPdp =1 dla wszystkich n € N.

To oznacza, ze zanurzenie M'P(X d,u) — LP(X,u) nie moze byé¢ zwarte, co konczy

dowdd twierdzenia.

]

Przyktad 128. Niech (R,,d, uu), gdzie d = | - | jest odlegloscia euklidesowa oraz pu jest

dana przez dy = e~ dz dla 3 € (0,00). Wowezas pu(Ry) < 0o oraz:

(i) jesli B € (1,00), to u jest catkowalna, wiec dla wszystkich a, p € (0,00) i ¢ € (0, 0]

zanurzenia

ng(R—H d7 :U“) — LP(R-‘M :u) oraz N;quR—H d) M) — LP(]R+7 :U’) (353)

sq zwarte;

(i) jesli 8 € (0,1], to p jest -podwajajaca dla kazdej d € (0, 00), zatem dla p € (0, c0),

a€ (0,1)iqge (0,00] lub p € (0,00), a € (0,1] i ¢ = oo zanurzenia

My Ry, d,p) — LP(Ry, ) oraz  Ng (Ry,d,p) — LP(Ry, p) (3.5.4)

nie sy zwarte.

Dowéd. (i) Ustalmy r € (0, 00). Wowczas

e

R+

1
(z,7))

e’ e’

—yB —yB
ooy J ey @n [ oedy
_zB ]

e e
< -
- / zr/2 do + / (x +r)e(@tr)? d
(roo) [ e ¥dy (0,r)

P

1
< / %dl‘ﬁ** / e—xﬂ-i—(a:—l—r)ﬁdl,
(ro0) 2 (O,r)

2 / e’zBJr("’“"’%)ﬁclx—i-1 / e’ dy
T
(r,00) (0,r)

IN

r

IN

(r,00)

gdzie przy przejsciu od trzeciej do czwartej nieréwnosci skorzystaliSmy z twierdzenia

Lagrange’a. Zatem p jest catkowalna, wiec zwartos¢ zanurzen (3.5.3) wynika z uwagi m
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3. ZWARTE ZANURZENIA

(73) Niech x € R 19 € (0,00). Jesli = > 20, to wéwczas

420 420

ev’d ev’d
/L(B(Z‘,Q(S)) _ acff% Y < 2;[25 i < 456_(33_26)5 _ 46—(1’—25)ﬂ+x5
[L(B(ZL’, 5)) mféefyﬁdy N f e—yﬂdy e~ .
z—0 -
7 B-Holderowskiej cigglosci funkeji f(¢) = t# wynika
2P — (20)F < (x — 20)°
i stad
u(B(z,20)) < 40297
u(B(z,0)) ~
7 drugiej strony jesli z < 26 to mamy
x}—‘25 de
o
p(B(x,20)) Y < TH20 A et g 308
M(B(x’é)) xfd e*y"dy - mﬁe*yﬁdy ~ dertns -
max{0,z—4d} z

Zatem p jest d-podwajajaca dla wszystkich § € (0,00). Z twierdzenia wynika, ze
gdyby przynajmniej jedno z zanurzen (3.5.4) bylo zwarte to (R, d) byloby caltkowicie

ograniczone (a nie jest), zatem zadne z zanurzen (3.5.4)) nie moze by¢ zwarte. [

Przyktad 129. Niech (R, ,d, ), gdzie d = | - | jest odlegtoscia euklidesowa oraz p jest

dana przez dy = e’ dzx dla S € [0, 00). Wowezas pu(R,) = oo oraz:

(i) jesli B € (1,00), to u jest catkowalna, wiec dla wszystkich o, p € (0,00) i g € (0, 0]

zanurzenia
ng(]RJr,d, p) — LP(R,, ) oraz Ngq(R%d’ 1) = LP(Ry, p)
sg zwarte;

(ii) jesli B8 € [0,1], to p jest o-podwajajaca dla kazdej § € (0, 00), zatem dla p € (0, 00),

a€ (0,1)iqg e (0,00] lub p € (0,00), @ € (0,1] i ¢ = oo zanurzenia
My (Ry,d,p) = LP(Ry,pu) oraz NJ (Ry,d,p) — LP(R, 1)

nie sg zwarte.
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3.5. POZOSTALE WYNIKI I PRZYKLADY

Dowdd. (i) Niech z € Ry ir € (0,00). Wéwezas

T+Tr T+Tr
u(Bla,r) = | dy> [y = Lol

max{0,z—r} x+r/2

Korzystajac z twierdzenia Lagrange’a, otrzymujemy

B

iy AL . S S N

Ry
Stad p jest catkowalna.
(77) Dla wszystkich x € Ry i d € (0, 00) zachodzi

+25

S eV’ dy 1725 e?’d
((B(,20))  max{0,0—26} < T2 Y < 4ge(e 20" < 4p20)°
- z+6 — x+6 - b - ’

poniewaz (z + 20)? < 2 + (20)P. Zatem p jest 6-podwajajaca dla wszystkich § € (0, 00).
O

Ponizszy przyktad pokazuje, ze istnieja przestrzenie metryczne z miarg takie, ze za-
chodzi zwartos¢ zanurzen przestrzeni M7 1 N, w LP, pomimo ze przestrzen metryczna

w zadnym punkcie nie jest lokalnie catkowicie ograniczona.

Przyktad 130. (Skomplikowany grzebien) Istnieje ograniczona przestrzeri metryczna,
z miara (G,d,p) taka, ze zadna kula w (G,d) nie jest catkowicie ograniczonal} ale
dla wszystkich a,p € (0,00) i ¢ € (0,00] zanurzenia My (G,d,pn) — LP(G,p) oraz
NS (G, d, i) — LP(G, ) sa zwarte.

Dowdéd. Skonstruujemy ograniczong przestrzen metryczng taka, ze zadna kula nie jest
catkowicie ograniczona, a nast¢pnie zadamy na niej niezdegenerowang miar¢ borelowska,
ktora jest catkowalna.

Krok 1: Konstrukcja (G, d).
Niech D bedzie przeliczalnym i gestym podzbiorem przedziatu (0,1/4). Konstruujemy
G C (0, )N w nastepujacy sposéb. Niech I = {(¢,0,0,...) : t € (0,1/4)}. Dla dowolnego
n € N i kazdego d = (dy,dy, ... ,d,) € D" rozwazmy zbiér

Iz = {(d1,dy/2,...,dn/2""",1,0,0,...) : t € (0,27 %)},

W szczegbdlnosci (G, d) nie jest calkowicie ograniczona.
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3. ZWARTE ZANURZENIA
i definiujemy G C (0,1)N jako

G:]UU U I3.
deDn

n=1
Wyposazamy G w nastepujaca metryke: Niech z,y € G, v = {2, }5° 1,y = {yn}>2 ;. Jedli
r =y, to kladziemy d(z,y) := 0. Natomiast jesli x # y, to definiujemy xk = r(z,y) =
min{n € N : z,, # y, } i ktadziemy
d(x,y) = |CL’,€ - yn| + Z (xn + yn)
n=xk+1

Ponizszy rysunek ilustruje jak jest realizowana odlegtos¢ pomiedzy dwoma punktami

w (G, d).
3

Rysunek 3.1: Odlegtos¢ pomiedzy =,y € G.

Pokazemy, ze (G, d) jest przestrzenia metryczna. Symetria i niezdegenerowanie sa oczy-
wiste, wiec wystarczy pokazaé nieréwno$c¢ trojkata. Niech x, y, 2 € G beda takie, ze x # y,
Yy # z, 2 # x i rogzwazmy trzy przypadKki.

a) k(z,z) = k(z,y).

Dla n < k(x,y) mamy x,, = 2, i &, = Y, wWiec y, = z,. Stad wynika, ze x(z,y) >

k(z,y). Jesli k(z,y) = k(z,y), to natychmiast otrzymujemy

d(l‘, y) = ’xﬁ(a:7y) - yn(a:,y)| + Z (In + yn)
n=kr(z,y)+1
< |Tnay) = Zuew)] + 12aey) = sl + Do (@n+ 20+ Ya + 20)
n=k(z,y)+1
= |Toe) = Ze@a |+ D (@ntzn) F o) — Unepl + DL (ZnFUn)
n=r(z,z)+1 n=r(z,y)+1

=d(z,2) +d(z,y).
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Natomiast jesli k(z,y) > k(z,y), to dla n < k(z,y) yn = 2, zatem

d(-Ta y) |$ﬁ(x,y z,y) | + Z (xn + yn)
n=k(z,y)+1
o) w(2,y) 00
=k(z,z)+1 n=k(z,z)+ n=k(z,y)+1
o) K(z,y) 0
S ‘xn(:c,z) - ZR(£,Z)| + Z (I'n) + (’Z"> + |y/~c(z,y) - Z,{(z7y)| + Z (yn)
=k(z,2)+1 n=xr(z,z)+ (

o0

S ‘xn(m,z) - Zm(ac,z)| + Z (xn + zn) + ’yn(ay) - Zn(z,y)| + Z (yn + Zn)
n=k(z,z)+1 n=kr(z,y)+1

=d(x,z)+d(z,y).

b) k(x,z) < k(z,y)

Z powyzszej nierdwnosci Mamy, Yy (z,2) = Tu(z,2) 7 2r(z,z)- Stad £(2,y) < k(z, z). Gdyby
zachodzita ostra nier6wnos¢, to otrzymalibySmy (.., = Zk(z,y) 7 Yr(zy), CO by oznaczato,

ze k(z,y) < K(z,y) < k(x,2) < k(z,y). Zatem musi zachodzi¢ réwnosé k(z,y) = k(z, z).

Wéwezas

d({L‘, y) = |J;n(:r:,y) - yn(az,y)| + Z (xn + yn)

n=x(z,y)+1
S |xn(az,z) Zﬁ(x z) | + |Zf-e (z,9) ,y)| + Z xn + yn
n=r(z,y)
S |$n(x,z) - ZK(I,Z)| + Z (I‘n + Zn) + |Zn(z,y) - yn(z,y)| + Z (yn + Zn)
n=xr(z,z)+1 n=kr(z,y)+1

=d(x,2) +d(z,y).

¢) k(z, z) > k(z,y)

Podobnie jak w przypadku b), z powyzszej nierownosci wynika, ze 2u(zy) = Tu(zy) 7
Yr(zy), €O 0znacza ze £(z,y) < k(z,y). Gdyby zachodzita ostra nieréwnosé, to otrzymali-
bYSMY Tw(zy) = Yn(zy) 7 Zr(zy), CO Dy oznaczalo, ze r(z, 2) < k(z,y) < k(z,y) < K(z, 2).

Zatem musi zachodzi¢ réwnosé k(z,y) = k(x,y), a poniewaz r(z,y) < k(z,z), zatem
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Tr(zy) = Zr(zy)- Stad

d(ﬂ?, y) = ’xn(:v,y) - yn(:c,y)| + Z ('Tn + yn)
n=k(z,y)+1

= Z (xn) + ‘Zl-c(z,y) - yn(z,y)’ + Z (yn>

n=kr(z,y)+1 n=kr(z,y)+1
H(I,Z) o0 o0
= 2 @)t X (@) F ey ~ el + X ()
n=r(z,y)+1 n=r(z,z)+1 n=r(z,y)+1
K(x,z) 00 00
< (Zn) + |xn(:p,z) - Zn(a:,z)| + Z ([L’n) + |ZN(Z,Z/) - y"”v(z»y)| + Z (y”)
n=k(z,y)+1 n=kr(z,z)+1 n=kr(z,y)+1
< |xn(:p z) Zn(a:,z)’ + Z (xn + Zn) + ‘Zm(z,y) - yn(z,y)’ + Z (yn + Zn)
n=kr(z,y)+1

n=x(z,z)+1
= d(z,2) +d(z,y).

Krok 2: (G, d) jest ograniczona, ale Zadna kula w (G, d) nie jest calkowicie ograniczona.

(G, d) jest ograniczona, poniewaz dla x,y € G mamy
dlz,y) <> (Tntyn) <D 21 +277 ) =1
n=1 n=1

Ustalmy teraz r € (0,00) i * € G. Niech n = 0, jesli z = (¢,0,0...) dla

pewnego t € (0,1/4). W przeciwnym razie niech n € N bedzie takie, ze z

(di,dy/2,...,d,/2""1 t,0,0,...) dla pewnego t € (0,27""2%) oraz (dy,...,d,) € D". Wy-

starczy pokazaé, ze kula B(z,7) nie jest catkowicie ograniczona, gdzie 7 = min{r,¢}.

Ustalmy ¢ € (0,7/2) i zdefiniujmy zbi6r
E={ecD:&c(t—1Lt}

D jest przeliczalnym zbiorem gestym w (0,1/4), wiec zbiér E réwniez jest przeliczalny.
Dla e € E definiujemy
- {(di,d2/2,... dy/2" " €/27,5,0,0,...) : s € (e,5)}, jeslin€N,

e

)} jesli n = 0.

N

{6,3,0,0,...):36 (e,

< £ <2773 wiec dla kazdego e € E, F: C G. Ponadto dla kazdego e € E

N

Poniewaz
F; C B(wx,7). Natomiast jesli e;,e; € E sg takie, ze e; # e, to dla dowolnych y; € F;

1ys € I, zachodzi

d(yl, yg) > 2¢.
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Z drugiej strony gdyby istniata skoficzona e-sie¢ {x;}¥ | kuli B(z,7), to poniewaz zbiér
E jest przeliczalny oraz

U FZ C B(a,7),

ecl
wiec dla pewnego j € {1,..., N} znalezlibySmy ey, ey € E, e; # ey oraz yy € F; , yo €

takie, ze y1,y2 € B(xj,¢). Z nieréwnodci trojkata otrzymaliby$my, ze
d(y1,y2) < d(y1, 7;) + d(xj,92) < 2,

co prowadzi do sprzecznosci. Stad wynika, ze kula B(z, ) nie jest catkowicie ograniczona.
Krok trzeci: Odpowiednie ponumerowanie elementow ze zbioru G D,

Ponumerujemy teraz elementy zbioru ;> ; D", tak aby utatwi¢ zaZl;ne na GG o-ciata bo-
relowskiego i miary catkowalnej. Niech ¢ : P — D bedzie dowolng bijekcja pomiedzy
zbiorem liczb pierwszych P i D. Dla dowolnego n € N i kazdego P = (p1,...,pn) € P"
definiujemy bijekcje pomiedzy (U2, P i 32, D" wzorem ®(P) = (¢(p1),- .., ¢(pn)). Zde-
finiujemy indukcyjnie bijekcje ¥ pomiedzy zbiorem ;2 ; P" a zbiorem liczb naturalnych.
Przejdziemy przez kilka pierwszych krokéw, zeby podkresli¢ idee konstrukeji. Dla 2 i 3
ktadziemy W(2) = 1, U(3) = 2. Poniewaz 4 = 2-2, definiujemy ¥((2,2)) = 3. Natomiast 5
jest liczba pierwsza, wiec ktadziemy ¥ (5) = 4. Teraz, skoro 6 = 2-3 = 3-2, wiec V((2,3))
oraz V((3,2)) definiujemy dowolnie przy uzyciu liczb 5 i 6.

Dla m € N takich, ze m > 2, zdefiniujmy zbiér
G = {(pl,pQ,...,ka) ePVe IV, =k dla2 <k < m}.
Przypusémy, ze dla pewnego m > 2 zdefiniowaliSémy bijekcje
UG, —{1,2,...,#G,}

taka, ze dla kazdego 2 <1 < k < m, jesli B = (p1,...,pn,) 0raz ¢ = (q1,...,qn,) sa
rozktadami na czynniki pierwsze odpowiednio [ oraz k to ¥(p) < ¥(7q).

Niech ¥ bedzie dowolng bijekcja pomiedzy G \G, oraz {n e N: #G,, +1 <n <
#Goni1 ). Rozszerzamy W na G, 14, ktadac ¥, \a,, = 0.

Niech teraz by := ® o U~!(k). Definiujemy Jy = I oraz dla k > 1 J;, := I,,. Zatem
G=Uo k-

Krok czwarty: Definicja o-ciata i miary borelowskiej.

Dla k € NU {0} niech ay = diam(Jg) i rozwazmy funkcje fi : (0,a;) — Ji dana wzorem
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Folt) = (di,do/2,. .., dn/271,1,0,0,...), gdzie (di,ds,....d,) = by, jesli k € N oraz
fo :(0,1/4) — Jo jest dana wzorem fy(t) = (¢,0,0,...), jesli & = 0. Oznaczmy przez Ly
o-cialo zbior6w mierzalnych w sensie Lebesgue’a zawartych w (0, a; ). Ponadto zdefiniujmy
cigg funkcji gy : (0,a;) — Ry wzorem gi(y) = exp(—(y + k)?) dla y € (0, az).
Rozwazamy miary v, zdefiniowane na L, poprzez dv, = gpdly. Przy pomocy odwzo-

rowan fi, na kazdym J definiujemy o-cialo obrazowe
My, = fr#tly = {Ax C Ji: fi ' (Ak) € Li}

oraz miar¢ obrazowsa

pe(Ar) = fidtve(Ax) = v(f ' (Ar))
dla Ay € M. Teraz definiujemy
M = {AQG:A: UAk dlapewnychAkGimk}
k=0
oraz
p(A) :=> (AN Jy)  dla wszystkich A € 9.
k=0
-) 9N jest o-ciatem.
Poniewaz 9, sg o-cialami, wiec natychmiast otrzymujemy, ze () € 9. Jesli A € I,
A =2, A dla pewnych Ay € My, k € NU {0}, to poniewaz A, C Jy oraz {Ji}22, sa
parami rozlaczne, wiec
k=0 k=0 k=0
Natomiast jesli mamy rodzing zbioréw {A'};cy € M, to dla kazdego i € N istniejg
zbiory A% € My, dla k € NU {0} takie, ze

Al = U Al
k=0
Wtedy

A=Ua=UU4=-UU4

i€EN 1€N k=0 k=01eN

Poniewaz My, sa o-ciatami, wiec stad wynika, ze dla kazdego k € NU {0}

Ak = LJz‘l?€ Eﬁ)‘(k.

1€N
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Zatem A € 9 co dowodzi, ze M jest o-ciatem.

-+) i jest miara na 9.

Whprost z definicji 4 wynika, ze u(0) = 0. Natomiast jesli { A'};cn jest rodzing zbioréw
parami roztacznych w 9, to
f(UA) =S m(UAN5) =SSm0 4) = 3 w4 ) = 3 u(A).

ieN k=0 ieN k=0i€N i€N k=0 ieN

-+ +) i jest borelowska.

Wystarczy pokazac, ze dowolny zbior otwarty U C G nalezy do 9. Pokazemy naj-
pierw, ze dla dowolnych z € G ir € (0,00) kula B(x,r) € 9. Poniewaz

B(z,r) = GB($7T)ﬂJk: U B(z,r) N Jg,
k=0 {kENU{0}:B(z,r)NJx #0}

wiec wystarczy pokazaé, ze jeSli B(xz,r) N Jy # 0, to B(xz,r) N Jx € M. Ustalmy wiec
takie £ € NU {0}. Rozwazmy dwa przypadki.

Jesli k = 0, to wtedy Jo = I. Ustalmy dowolne t € f;'(B(z,7) N Jy) C (0,1/4).
Wéwezas y = (¢,0,0,...) € B(z,r) N Jy. Niech € = min{r — d(z,y),t,1/4 — t}. Na mocy

nieréwnosci trojkata oraz definicji e, zachodzi inkluzja
Oie :={(5,0,0,...):s€(t—¢g,t+¢)} C B(xz,r)N Jp.
Stad
(t—e,t+e)= [y (Owe) C fo ' (Blx,r) N Jo).

7 dowolnogci t wynika, ze zbiér fo ' (B(x,r) N Jy) jest otwarty, wiec w szczegdlnosci jest
mierzalny w sensie Lebesgue’a. Zatem B(x,r) N Jy € M.

Dla k > 1 dowdd jest analogiczny. Niech J, = I, gdzie by = (dy,...,d,) € D"
dla pewnego n € N. Ustalmy dowolne t € £, '(B(x,r) N Jy) C (0,27"72). Wtedy y =
(di,do/2,...,d,/2"1,,0,0,...) € B(x,7) N Jy. Niech teraz

e =min{r —d(z,y),t,27""2 — t}.
Tak jak w przypadku k = 0, zachodzi inkluzja
O i={(dy,do/2,...,d,/2" ", 5,0,0,...) :s€(t—e,t+¢)} C B(x,r) N Jy
i stad

(t—e,t+e)=f; "(One) C i (B(z,r) N ),
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co pokazuje, ze zbioér f, ' (B(z,7)NJy) € Ly, zatem B(z,7)NJ), € M. Pokazaliémy wiec,
ze dowolna kula B(z,r) € M. Poniewaz (G, d) jest osrodkowa['"} stad wynika, ze dowolny
zbiér otwarty U € 9. Zatem B(X,d) C M.

Krok pigty: Catkowalnosé miary p.
Pokazemy teraz, ze p jest calkowalna. Mozemy zaltozyé, ze r € (0,1/4). Niech =z =

(¢,0,0,...) € Jo. Wtedy
B(z,r)NJy = {(y,0,0, ..):max{0,t —r} <y <min{l/4,t + r}}
Poniewaz zachodzi
min{l1/4,t 4+ r} — max{0,t —r} > r,

wiec stad mamy

min{1/4,t+r}

u(B(z,r) N Jo) = / exp(—y*)dy > rexp(—1/16).
max{0,t—r}
Zatem
1
/JO W(Bz. 1) dp(x) < exp(1/16) /7. (3.5.5)

Niech teraz k > 1ix € J, = I, , gdzie by, = (dy, . .., d,) dla pewnego n € N. Z definicji
G mamy, ze ¥ = {1;}2,, v; = d;/2"7  dlai = 1,...,n, 2,11 =t dla pewnego t € (0, ay),
ar =272 oraz dla i > n + 2 mamy z; = 0.
Istnieje skonczony, rosnacy ciagg nieujemnych liczb catkowitych i, 41, ..., 4,1, 2, taki,
ze ig = 0, i, = k oraz dla wszystkich 1 < j <n (dy,...,d;) = b;,.
Jeslit >r/2; to
t—r/4

p(B(w,r) N Ji) > exp(—(y + k)*) dy > r/4exp(—(t — r/4 + k)?).

t—r/2

Natomiast jesli t < r/2, to rozwazamy
L=min{j € {0,1,...,n} : B(x,r) N J;, # 0}.

Poniewaz t < r/2, wigc L < n. Niech = (x1,...,2741,0,0,...) € J;,. Rozwazamy dwa

przypadki.

1004rodkowoséé wynika na przyktad z faktu, ze na (G, d) zadaliémy niezdegenerowana miare.
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Pierwszy przypadek: Zatézmy, ze d(x,Z) > r/2. Dla j < L + 1 mamy Z; = x;.
Natomiast jesli j > L + 2, to wtedy 7; = 0. Zatem

n+1 n
> oa= Y a
j=L+2 j=L+1

Korzystajac z monotonicznosci funkcji y — exp(—y?), otrzymujemy

u( (z,7) N UJ>>Z/ exp(—(y +14;)%) dy

Jj=L+1 j=L+1

UREZEs!
Z / exp(—y?) dy

j=L+1

k+t 9
>/ - exp(—y~)dy

j=L+1 Fi+1

- / exp(—(y + k)*)dy
J L+1 T+
t—r/4

> exp(—(y + k)*)dy.
t—r/2

Drugi przypadek: Zatézmy, ze d(x,Z) < r/2. Z nier6wnosci trojkata mamy
B(z,r/2) C B(x,r).

Jedli L = 0, to oznacza, ze znajdziemy ,odcinek” zawarty w B(Z,r/2)NJy o dlugosci r/2.

Niezaleznie w jaki sposob ten odcinek jest zawarty w Jy, z monotonicznosci y +— exp(—y?)

otrzymujemy
N x1+71/2 9
p(B(x,r)) = w(B(E,7/2) N Jo) = exp(—y°) dy

1
t

=, exp(—(z +z, — t +1/2)*)d=
t—r/2
t—r/4

> [ exp(—(z + k)2)dz,
t—r/2

gdzie ostania nieréwnos$¢ zachodzi, poniewaz r; —t+1/2 <1 < k.
Natomiast jesli L > 1, to z minimalnosci L wynika

TL+1
p(B(x, 7)) = p(B(Z,7/2) 0 Jy,) > LRl ir)*) dy

Trp41—T
t

= exp(—(z +xpy1 —t+ip)?)dz
t—r
t—r/4

> exp(—(z + k)?)dz,
t—r/2
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poniewaz xp,1 —t < 1orazip < k— 1.
Zauwazmy, ze we wszystkich powyzszych przypadkach dla & > 1 otrzymaliSmy nie-
rOwnosé

t—r/4

u(B(z,r)) > / exp(—(y + k)*) dy > r/dexp(—(t — r/4 + k)?).

t—r/2

Zatem
g;l / M(B(lm du(z) < 4/r g;l [ exp((t = r/4+ k) exp(— (2 + b))
— 4/r ,i /0 (exp(—(t + k)r/2 +12/16)dt
< 4/rexp(r?/16) g:l /k ™ exp(—ry/2)dy

< 8/r? exp(r®/16) /jo exp(—z)dz
/2

=8/r*exp(r?/16 — r/2) < oo.

Laczac powyzsze oszacowanie z (3.5.5)) oraz faktem, ze G = Uy, Ji wnioskujemy, ze p

jest catkowalna. Zwartos¢ zanurzen wynika natychmiast z uwagi [105 [
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